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本 书以” 维欧氏空间及其上实值函数为背景，介绍 ^bcsgue 
测度和积分理论，它是近代解析数学领域的基础知识•《实变函数》 

是大专院校数学系高年级学生的必修或选修课程 • 

《数学分析》主要研究定义在区间上的连续函数，《复变函数》 

是讨论定义在区域上的解析函数的性质的，《实变函数》则是将考 

察对象扩大到定义在可测集上的可测函数类，并使微积分在更宽 

松的环境中加以运用 • 这就使得实分析处理问题的思想方法，较 

前更加细致而活泼，形成学习过程中数学思维能力的一个飞跃•为 

使教与学的过程较好地适应这一过渡，本书配备了较多难度适中 

的练习题，并力求使它们与课程的基本内容有较密切的配合•正 

文中还列入了相当数量的例题，可以帮助学生提高自学和解题能 

力，并开阔 思路. 书中标有 （*) 的部分，可根据实际情形而 取舍. 

本书是1 985年版本的修 订本. 增加了 Lebesgue 积分思想简 

介和 Lebesgue 传，较大幅度地调整了每章的练习，并对其中一部 
分作出解答和提示，以供读者参考. 


作者 


1 994年7月 




引 言 


谈谈 Riemann 积分 






实变函数的中心内容是 Lebes g ue (1875—1941) 测度与积分理 
论，它是 Riemann (1826—1866) 积分的推广与发展，创立于20 

世纪初期，为近代分析奠定了基础.因而，在这里对 Riemann 积 

分理论作一简单回顾，将会有助于我们今后的学习. 

在数学史上，第一个提出用分割区间、作和式的极限来严格 
地定义积分的要推 Cauchy (1789 — 1857). 他考察的积分对象是在 

03] 上的连续函数，并用连续函数的中值性质来推导积分的存 
在性（他还提出用极限来定义函数在无界区域上的积分以及函数 
具有瑕点的积分）. .. 

然而 Cauchy 关干积分存在性的证明只适用干函数至多有有限 

个不连续点的情形 • 于是，对于具有无穷多个不 ii 续的函数的 

在姓问题引起了许多学者的兴趣. 

在对积分学发展起过推动作用的早期的工作中，应该提到 
Fmi r i er(1768 — 1830) 关于三角级数的 工作. 在1807年他指出，任 

一 定义在 [-7,7 T ] 上的函数 / O ) 可表示为三角 级数： 


a 1 sin x + a 2 sin 2 x + 


+ a n sin nx + 




#•# 


^~ 2^o + cos x + b 2 cos 2 x + • 


十 


cos nx + 




其中 


/( x)sin nxdx . 


n = 0 ， 1 ， ••• ， 


/( x)cos nxdx m 






不过，这一陈述缺乏严格的论砧 . 
对此提出了一些条件， 


J 837 年 Dirichlet ( l 8 Q 5— ici 5 Q > 

其 中特别提到了函数的可积件. 


R — nn 在研究三角级数时，注意到上述工作，并特别 t , r 

性问题 • 他不先假定睛是连续的，财.探求」1、 
严 f 什么性态 ？ 从这样一个角度出发，他在1854年的 

论文、关于-个碰展开成三触⑽可麵”中，触了积分 

的定义以及通可积的充要条件， U 件，后来由 Darbo'u 
(1842 —- 


X 


i 01 7 ) 以更加明确的形式给出 • 

设/ ( X ) 是定义在:,纟]上的有界函数 


作分划 




义0 * 11 


CL = 






n 


且令 


A /.* = su p {/0) 

= inf {/( x )： 


，门， 


m 


n 


n 




-】），？△= 

I * 1 

我们考虑 Da ^ oux ^ 积分与下积 分 • 




u 


b 


f ( x)dx == inf S 

如来这两个值相等，则称 /( X ) 在 [ a ， 

其公共值为 ^ 


(xjdx = sup y 




a 


a 


A 


H 是 Riemanp 可积的， 




b 


/( 乂) dx ， 

称它为 / ⑴在 l > 上的 Riemann 

若令 \ A \ = maxfx ^ 

r 积的充分且必要条件是 

n 

2(.( 

I叫 

Riemann 积分两重要性是不言而險的，— 
连续的函数以及一致收敛的级数来说是足够的， 


a 


J 只 

1 ， 2 , …， n }， 则 f ( x ) 在 [ a ，6] 匕 


i 一 W ， 




是 Riemann 


lim 

I J I 〜 0 • 4 


i - m i )( x i 


i )=0 


- x , 


(1) 


它对干处理诸如逐段 

并至今仍然是微: 



然; 衍随着 Cantor ( 1845 一 1918) 关于集 


积分教 程的主要内谷之 • 

$—系列3：作的创始，出现了具有各种“奇特”现象的函 
对此 不仅在研究函数的可积性，而且在积分理论的处理上还 

面就 Riemarm 积分理论中的几个主要方面 


O 


合论的 


数 


发生了许多困难 
来作一些简要分析 


參 


>可积禹数的连续性 

上面提到，函数的可积性是与 a ) 等价的，由于 （1) 式涉及两 
个因素：分割小区间的泛度以及函数 ft 其上的振幅 

( M < - m .) 

过程中，其振幅 （ M * - 

度的总 $可以搜 

只籠个点使函数在其上的振暢顏过预先绘寇韵值，、从而 
是$租 的）. 我们知道， 闲数振 幅的大小与该函数的连继性有关， 
于是，条件 （1) 迫使函数的不连续点可用长度总和为任意小的区 
间所包围.这就是说， 数必须是差 f 多连续的 
积分的理论是以“基本 • 


c 




因此，为使 （ 1 ) 成立，粗略说来，就是在 Ml — 0 的 


)不能缩小的那些相应项的子区间的长 

Riemanri 注意到，定义在[、△]上的单週函数 


Riemann 


(二）极限与积分次序交換问题 

在数学分析中，我们经常遇到的一个重要问题是两种极限过 
程的交换次序，尤其是积分与函数列的极限的交换问题 • 

我们知道，在一般微积分教科书中，都是用 函翠^ 

的条件来保证极限运算与积分运算的次序可以交换，不过，这一 


要求考一 — / 


例 / n ( x )= x ^( 0 < x < l ). 它是点收敛而不是一致收敛于 


0 , 0 <^< 1 , 


foo = 


的，但仍有 


/ n (x)dx = 0 = f(x)dx 


lim j T ( x)dx 


lira 




\\ 
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在 Hiema 

• Monthly ， 


积分意义下， 


nn 


存在下述有界收敛定理（见 


Math 


Ame 


78， 1980). 

孑敗有界 

⑴ f n (X)( 


= 1 , 2 , 

(il ) l / n (^) f 


••) 是定义在上的可积函数; 

= 1，2， 


八幻疋 疋义在 Dzj ] 上的可积函数， 


( iii ) 


且有 


IilT1 人00 =/0 O , 




则 


lim 


( x ) dx =： 


f ( x)dx 


这里，不仅受到条件 （ ii ) 的限制 
加的 可积性 • 下例表明 關， 

限函数的可积性 

w — —^ 一〜_ - —— 

例设 { 


而且还必须假定极限函数 

卩读函数列是渐丑的 也不能保 I 正 




其极 


n } 是 [0，1] 中全 体有理 数列， 


作函数列 

Hm / n(x)=z/(x)：= f 1 , x 为有理数， 

n^oo _ x ^ I 

为无 理数. 

Riemann 可积 函数且积分 


= ’、， r 2, •“， 、， 


f 7 tX 艾) = 


0，其他， 

显然有 


且有 


0, 


这里， 


每个八00皆是[0， 1：] 上的 


零，故有 


为 


lim 


= 0 


诅极限函数 /( x ) 不是 Riemann 

1 

f ( x ) dx = i 9 


可积的，这是因为 

/ ( X) dx Q 


从而也就谈不上积分号下取极 


y 限的问题. 

储收敛 細鞠耗有碰人惊异， 


因为我们不难证明 


4 






若有定义在上的可积函数列 {/ tt ( x )}，{“ (x) }， 而且满足 
| / n W I 1 9nM I <Af(n = 1,2, •••), 以及 

lim fn(x)=f(x), lim g n (x) = f(x ) 9 

n-^co _ 一 … ^ 7 


则必有 


f / n (^)dx = lim f 

」 a Tl^ooJ 

但 / oo 之积分仍然可以不存在.然而，上述积分之极限值并不依 
赖于{/»(幻}本身，而依赖 fV ( X ). 既然如此，不妨定义其积分 


lim 


g n (x)dx 


为 


/( x)dx = lim / n ( x)dx 


这说明 Riemann 积分的定义太窄了 • 

(三）关于微积分基本定理 

我们知道，积分和微分之间的联系乃是微积分学的中枢 
/(工)在 04] 上是每微函数且广00在 [ a , u 上是可积的， 

广⑴ dt = /( x ) — /0)， 


设 


则有 


WCM ] 


这就是说，从广00通过积分又获得了/( X ). 

积分基本定理成立， /’ O ) 必须是可积的 • 早在1881年， 
( 1860 — 


显然，为使这一微 


Volterra 


- 1940) 就作出了一个可微函数，其导函数是有界的，但导 

函数不是 Riemarm 可积的 • 这就大大限制了微积分基本定理的应 


用范围 


(四）可积禹数空间的完备性 

Riemann 积分的另一局限性还表现在可积函数空间的不完备 
性上 • 我们知道，在积分理论中，函数类用距离 

d U yd ) = 


1/(^) - g(x) I dx 


(或 






， g )= 


1/ ⑻- g ( x ) j 2 dx 


等）作成距离空间!屋皇查的这一事实具有重要 意义. 近代泛函分 
析中的 许多基本技巧往往最终要用到空间 的完备性 0 

例如，记及 ([0，1]) 为 [0，1] 上 Riemann 可积函数的全体，弓| 


进距离 


d U,9) = [ 丨 /O) - g(x)\dx, 

Jo 

(其中认定当 d (/， y ) = 0时， /与 0是间一 * 元） • ： - 
不考完备的意 S 思，是指当 "7 Ti "^([0， l ]) O 2 = 1，2, 

lim d (/n,/m) = 0 

Tl t TTl-^oo 

时，并不一定存在 / GA ([0，1])， 使得 


/ 9 ff 6 R ([ 0 , lJ ) 


我们说 ^[ oa ]) 

)且满足" 


• •• 


例如，令{、}是(0，1)中有理数的全体，设/„是[0，1]中的开 

区间， r n6/n, |/ n |< l /2 n ( 


=1，2,…），并作函数 


/(X)= 


LO , l ]\ U / n . 

n * 1 

易知 f ( x ) 在 [0，1 ]\U f n 上是不连 续的， 它不是 Riemann 可积 

1 •卜 

的，且不存在 Riemann 可积函数 g ( x ) , 使得 i (/， p ) = 0i 但若作 
函数列 ’ 


0, 


fn ( x ) = 


0, 1]\ U // C , 


0, 


6 








且有 


则 /n ( X)e/ ^ (L0 ，】 


lim d(/ n ， /m) = 0, 


71—00) ，故只（[0，1」）按上述距离^是不完徐 


以及 /« (x) —八 x)( 

随着人们对数学分析各沖课题的深入探讨，积分理论的研究 
工作 也进一步展开•特别是通 

一 1956) 等人关于点集测度理论的成果，揭示出测度与积分的联 

现代应用最广泛的测度与积分系统是 Lebesgue (1875—1941) 

完 成的. 1902 年他在度与耍赛 
想成为 古典分析过渡到近代分析的转折点 • 积分理论不 
&蕴涵了 Riemann 积分所达到的成果，而且还在较大程度上克服 

了后者的局限性•在 Lebesgue 以后，还有许多数学家如 Riesz 
( 1880— 1956) > Denjoy ( 1884—不详）， Hadon ( j .88 7 — 1956) 都对 

积分理论的进作出了重要贡天我们来学习 

Lehesgue 测度与积分时，不一定拘泥于原有的 体系. 


的* 


— 1922)， Borei (1871 


系. 


的论文中所阐明的思 


Lebesgue 积分思想简介 


对于定义在 OJ ] 上的正值函数，为使/00在 OJ ] 上可积， 
按照 Riemann 的积分思想，必须使得在划分后， /( x ) 在多 

数小区间 Ah 上的振幅能足够小，这迫使具有较多振动的函数被 

排除在可积函数类外.对此， Lebesgue 提出，不从分割区入 

手，分割函数值域 着手. 即任给5>0，作 

^ = i<y i<^<y n = My - 

其中， Vi m，M 是 / O ) 在|> J ] 上的下界与上界，并 

作点集 


Ei = 

这样，在^上，/00的振幅就不会大于 5. 再计算 

\ li \ = “矩形面积”=(高 )〜 i X “底边长度”1仏丨， 


， =1,2,…， n 


7 







并作和 




- J / J , 


它是 / oo 在 oj ] 上积分 （ 面积） 的近似值. 

/(x)dx=Um S^i-iUii 


然后，让且定义 


[« tb ] 


(如果此极限存在）•也就是说， 
变动振幅， 


采取在 y 轴之分划来限制函数值 

:• Lebesgue 对这—•设计 

假定我欠 人家许多钱，现在要归 

輯的票® 

工!额召、值，然 后就是我的积分思想;- 如果 不按醜大小 

^ 莫总数，那就是 

Kiemann 积分的思想 


即按函数值的大小先加以归类 
作 f 生动的譬喻，大意如下： 


类的 


当然，按照 Le ksg Ue 积分构思， 

先，分割函数值范围后，所得到的点集 

=-定是-个区间， [ M ] 也不-定是互不相交的有限个区间的 
并，.而可能是-个分散而純无軸賴及其_•因此，所谓 

底 边位度 ”|£ t . | 的说法是不清楚的，即如何度量其 “长度 

及疋否存在“长度”均成 问题. 这促使 Lebesgue 去寻找一种测最 

般点集 “长度”的方案，并称点集£■的“长度”为测度， I 己为 

巧兰) • 当然，这一方案必须满足一定的条1宇 ■厂牙符杳•常理 
£ = [0，1：]时，应有 


会带来一系列的新 问题. 首 


=1，2, …， 


以 


一 . 




饥（[0，1]) = 1; 


又如 EiCIEt ， 应满足 


m ( EiXm ( E 2 ) 

希望有 


特别是当^ » 〆 (/#/) 时， 


8 






然而，这些限制使人们无法设计出一种测量方案，能使一切点集 

都有度量.因此，欲使 Lebesgue 积分思想得以实现，必须要求分 
割得出的点集 £,(*• = I ， 2 , •••，《)是可测量的——可 测集. 这一 
要求能否达到，与所给函数 y = 的性质 有关. 从而规定：凡 

是对任意点集 


E = { xifQx ') 〉 

均为可测集时，称 /w 这就是说，积分的对象必须 

_于可测函数范围. 

为了系统介绍 Lebesgue 积分理论,就形成了测度——可测函 

数一积分这样一个系统①，它构成了本书的第二、三、四章. 
当然，作为一门数学课程，我们还要先介绍点集论的有关知识, 
这对点集测度理论是必要的准备，它作为本书的第一章. 


①随着积分论的发展，还有其他建立积分论的体系. 







第一章集合.点集 


集合论自十九味纪八十年代由德国数学家 CantM 创立以来， 
巳发展成为一个独立的数学分支，其基本槪念与方法已滲入到二 
十世纪的各个数学领域.集合论是硏究集合的各种性质的，它的 
初期工作与数学分析的架入硏究密切相关，现在它是实变函数理 
论的预备 知识. 本章仅对一般集合与及 a 中的点集知作一必盟 

的介绍. 


集合与子集含 


集合是一个不给定义的槪念_就我们的实际应 用范围 来说， 
通过朴素的描述方法来进入这一领域已是足够 的了， 例如 i 自然 

数全体构成一个集合，记为有理數全体构成一个.集合„记为 
Qt 实数全体构成一个集合，记为及 1 .总之，我们所捃的集合是 
按照某种规定而能够识别的一些具体对象或事物的总体.构成集 
合的这些对象或事物称为集合的元索， 

—般地说，集合的符号用大写字母冬3,厂茗等 
来表示，集合的元素用小写宇母等来表示.设 A 是 
—个集合，若 a 是 A 的元素則记为叫做 a 属于 A> f a^A 

《叫做 3不属于 A ) 表示 a 不是 A 的元素，例如 


等等 


通常采用的集合表示法有两种：其一是列举，例如由歎 H 
3,4,5构成的集合记为 A 时，就用符号 U 

乂 = {1，2,3,4,5} 

来表示.也就是说，在花括号{ } 內将其元素一一列举出来，其 
二是用元素所满足的一定条件来描述它，如上述之4 也可® 成 



A= {x ： x<6, 

在这里， { }号內分为两部分来写，且用符号 
分是集合中元素的代表符号，后一部分表示元素所滿足的条件或 
属于本集合的元素所特有的规定 性质， 有时也把 A 写成 


隔开，前一部 


集合 * l ：0<sin r€l/2} 表示由满足 


0<amx<-- 


2 


的实数 f 所 构成， 有时也简写成 {Jc:0<sinx<l/2h 

例集合4就是开区间 （ r 0 〜 


丄 0 + ff) 


定义1 .1 对于两个集合4与忍，若 jc € A 必有: B， 则珎 A 

是 b 的子集合，简称 a 是 b 的子集，记为 

一 AdB 

AcB 也称为 A 含于 B 或 B 包含 A, 若 Acfl 且存在 B 中元索不属 

于3，則称 A 是 B 的眞子集， 


IdA 


A = { l t 2 ^ r A f 5 }, 則集合{1}，{1，3}，{1，3,5}， 


U,2,3} 均是>1的子集. 

注意，上例中{ 】 >表示由单个元素“1«所构成的集合，它是 

A 的子集而不是 A 的元素_从而可知 {1J2,3}} 不是 A 的子集， 

为了论述与运算的方便，我们还指定一种所谓空集，它是不 
包含任何无素的集合，记 为〆. 空臬夂是任一集合的子集 • 

定义 1_2设是两个集合 • 若 XCTfi 且 5 CA , 則称集合 

A 与 S 相等，记为 A = A 与 B 相等就是 A 与 J0 的元素完全相 

同，耶 A 与 B 是同一个集合. 

集合 {jf:POO } 与集合 400} 是否相等，就是看条件 p ( x > 
与是否等价， 

定义〗_3设/是任意给定的一个集合，对于每一个 a e /， 


我们指定一个集合这样我们就得到许多集合，它们的总体 
称为集合族，记为 {':</> 或这里的，常称为指标 
集.当时，集合族也称为集合列，简记为等 




例设是三个互不相同的数，且 A = B={r 

s't 2 h C= {rs^st,rt } 9 gA = B = C ， 则 {r,s= {HW }， 


共中 


一 1 ±t 


i 是虚数单位 


2 


证明因为集合相等就是其元素相同，所以将毎个集合中的 
全部元素作数値和，所得到的三个数应该相等，若令其和为 


则有 


r + s + ( 这 r 2 + s 戈 + 1 2 st rs + sf + ri ?= 


从而得到 


K 2 = (r + s + O 2 = C rl + ^ + ( a ) + 2^rs + s ( + rt} = ZK 


邱 K = 3 或 0,- 又从数値的乘积看，同理有 


rst = r 2 S 2 i *, 


故知 rst = 1,子是在 A = 3时，可知％为方程 


x * - 3 x a + 3^- 1 = 


的根，亦即 ( X - I ) 3 = 0之根.但此时有^ = *=* = 1，不合越意 
这说明此时 r , s〆 为方程 


X * - 1 = 


的根， 


I 以及 X 二（一1±/30/2 


X = 


§1,2集含的运算 

集合的分解与合成是探讨备集合之间相互关系以及组成新集 
合的一种有效手段，从而使集合论方法在实变面数论中获得重要 

的应用，这种分解与合铒可以通过备种寒合间的运算来表达，现 



将其槪念与主要性质作一筒单介绍， 

’（一 )并与交 

定义 1.4 设是两个集合，称集合{^^€4或^^8}为4 

■ 

与 fl 的幷集，记为即由 A 与 S 的全部元素构成的集合， 

为直观起见，现用图形来示意集合运算构成的新集合，称为 
Veim 图，3 UB 见图 Ui 

J 


定义 1.5 设人 S 是两 

个集合，称集合 

为 A 与 B 的交集，记为 

■■ 

AnB . 即由 a 与 s 的公共 . 

元素构成的集合（见图 1.2). 
若/门五= 〆 ，则称 Z 与 B 
互不相交* 


例若/00是 A 1 上的 
实値阖数，则 


关于作交与幷及共联合运釘，有 F 述®耍规律. 
笼理 1.1 设有集合我们有 
(i ) 交換律 I A { JB ^ BUA 9 AnB^BnAt 
Oi > 至吉合律： AU(flUC)^<AUH> UC t 

RC , 


O O 


U ‘2) 




(in) 分配律 =AncBuc)-</in^)uc^nc>, 

A{JCBr\C) = (A[jByf](A]JCy m 

类似地，可以定义多个集合的幷集与交集，设有集合族 

我们定义共幷集与交集如下， 

= 厲于 某个圮 h 

^ C / 


0.3) 


门疋={文 : 对一切(^ AJ , 

此外，前述^交換律与结合律仍适用于任意多个集合的情 
形，这一事实说明，当一个集合蔟波分解(以任何方式）为许多子 
集合族时，那末先作子集合族中各集合的幷集，然后再作各幷集 
的幷集，仍然得到原集合族的幷，而且作幷集时与康有的顺序无 
关.当然，对于交的运算也是如此.至于分配律，則可以写为： 

川 （ uM = 

■ 

A u(ri 丑小 no 4 。 5 -). 

例若/00 € 是|>,«>]1的实値函数，则 

oo 


(0 


00 


C 二）差与补 
定义1,6设 
是两个集合，称 
人 xeB } 为 A 与 S 的差 

集，记为(读作 A 

减 B ). 即在力集合中而 
不在 5 集合中的一切元 
素构成的集合(见图 


= {^^ C d ^3： l / Wl > o } 




1*3； 


在上述定义中，当 B 是 A 的子集时，称为集合 S 相对乎 
a 的朴集或余宠.通常，在我们时论问题的范围內，所涉及的集 
合总 是某个 给定的 “大” 集合 x 的子集，我們称 夂 为全集.此时， 
集合 B 相对于全集 X 的补集就简称为 S 的补集或余集，幷记为 




= X \ B ^ 

今后，凡沒有明显标出全集夂时，就表示奴补集运算的全集夂预 
先已知，而所讨论的一切集合皆为其子集.于是也简记为 

B c - { x : x ~^ B} m 

显然，我们有下列简单事实： 

(0 AUA^ =X, AHAc= 〆 ， =A, X^=^ f 广： 


X 


( ii ) A\B 

< iii ) 若 AsS ， Jjjij 若 = 则 Ac 

特别地， an 布下述两个重要法则 * 

定理 1.2( De . Morgan 法则） 


( i ) 


(1.0 


a ^ / a ^ i 


( ii ) 


0.5) 


(U 


，则欠吞 | jA a .即对一 

b e / 

切 ae /， 有这就是说，对一切 ae /， 有故得 

fl A - 反之，若 a 门 a “ 则对一切</，有 reA 又即 

”： f a 

对一切有这就是说， 

x 6 U 


证明以 （ i ) 为例*若 


A 


( U ^) 

x o f 


^ e 


有了朴集的槪念，全集就一分为二，从而使 X 与互相朴 
充，我们常常可以通过来硏究 A , 此外，还可以利用补焦运 

算的性质来简化集合关系的 

证明与表示. 

宠义 1.7 设为两 

个集合，称集合 ( A \ B ) U ( B \ 

A ) 为 A 与 B 的对称差集，记 
为 AAB . 这是由旣属于>1, 

B 之一但又不同时属于两者 

的一切元素构成的集合（见 

图1_4>. 


由定义立即可知 

= ( An ^) U ( AAB ), 因此，对称差集是表示幷集 中除公 共元以 
外的部分，显然，我们有下列简单 事实： 

<0 = ^ 9 AA^ = ^X, A/^X^A^ 

< i 0 交換律 i A^\B 

( iii ) 结 合律： ( Aa^)AC = AAC ^ AC ), 
civ ) 交与对称差满足分配律 i 


C) 


(v> A 1 ^B e = A^B t 

( vi ) 对任意的集合 A 与存在唯一的集合 I ：, 使得 
实除上 ^ = 

(三）集合列的极限(集） 

类似于数列的极限这一进行无限运算的工具，现在也把它移 
植于集合论中，我们将会看到这一运算在集合表示法中的重要作 
用 I 大家知道，单调数列的极限总是可以定义的，这就启发我(门 

先来考虑单调集合列的无限运算. 

定义设{>^}是一个集合列 t 若 

■ 
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则称此集合列为递减集合列，此时我们称其交集0 为集合列 

{ AJ 的极限集，记为若 { AjJ 满足 

k 十乂 

I 

A.^ … cz ^ 。 d …， 

TO 

则称 {^} 为递增集合列，此时我们称共幷巢 LJ 为的极 

^ -1 

限集，记为 

例若 = [ n , oo>(n = 1,2,…），贝 ljHmA ra = 〆 . ./ 

例设在及 1 上有衝升阐 数列： 

fiOO <J zW < … 幻 „ ⑺ < …， 

Rlimf n M ^ fW , 现在对于给定的实数 t ， 作集合列 

' \ = {^: / uOO > f }， 

显然有尽 CE 2 C ： …而且得到 

■ ■：■ 

= U i x ： f^ x y> 1 } - {x ； /(x)>t}. 


n - l ,2. 


lim E 


对于一般的 m 合列，也可类似于数列上，下极 m 的作 法采给 
出上、下限集的槪念. 

定义 1.3 设 { Afc } 是一集合列，令 

«7 

= 0 


hil 


B 


] ， 2, …， 


u = 


显然有 B n^ B 


(n = l ，2, …），我们称 


^ n b » = n 


B 


为集合列 { jj 的上极限集，筒称为上限集，记为 

00 ■ O 

= 门 u 〜_ 


lim A 


类似地，称集合 U fl 4 

，-1 t - N 

lim A 


为集合列的下极限集，记为 


k 


" u n 

B • l Jt ■ 


简 称为下限集.若上、下限集相等，则说 { AJ 的极限集存在幷等于 

上限集或下限集，记为 

例设是两个集合，作集合列 I 

t 为奇数， 
t 为偶数， 


A 


从而我们有 


H 


对于上、下限集的运算，易知下述事实成立, 

( i ) E\tim = lim ( E \ A^) t 

裊 + ■ 公 t — » 

(10 E \ \}^ A k = Um ( E \ A k ) m 

i - P-CK l — N - O 0 

定理 1 . 5 若 { A ^} 为一集合列，则 

co = { x : 对任一自然 


lim A k = E \ JF t 


存在 t C ^ c > n ), *e 


L ' i ! 


n 


Ah 


( ii ) A ={ jff : 存在自然数 rt n , 当 fc > n 0 时， x ^ A k } 


这就是说， h 限集是 由厘于中无穷奎今集合的元素 
所构成的多 限集是由只不属子中有限名个 

抵一及而立即可知 


lim -Aft ^ lim A 


证明以 ( H ) 为例，若 xelimAfc ， 则存在自然数％,使得 


*6 p] 


从而当 &>%时， 反之，若存在自然数当女> 
%时，有则得到 


€门4, 


由此可知 U 门 


Ai- — lim A 


例设 {// O } 以及 / g ) 是定义在&上的实値函数，則一切 
使 八 （勾不收敛于 /00 的点 X 所组成的集合 D 可表示为 

!/«<^) - /00 


• Q : ri ■ ■ 、 ■ - 

n u 

Jt-t N - I 1 - jV L 


这个集合表示式初看起来有点“不知从何说起”，因而我们 
来谈谈它的构思，详细证明留给读者，大家知道，若/„00在点 
%不收敛到八心>,则存在 h >0, 对任给自然数必有 
k ， 使得 


1/ nC ^ o ) - /(^ o ) 


也就是说，若令 


E n (e 0 〉t {x: l/ n (x)^ 

则点％是属于 { A ( Q )> 中之无穷多个集合的，即是 h 含于 
{£ 〆 ％)}的上限集內.反之，对任意給定的 e >0, { E n ( e )} 的上限 
集中的点都是不收敛点.总之，这些上限集在对 e 求幷集后可构成 

全体不收敛点，最后，上述之芒又可由一列4:心>心>‘">4> 

■ 

0来代替，特別取 q = i / A ： 时，就得到 D 的表示式* 

( 珥）集合竹 it 积 

定义 Kio 设 x ， y 是两个集合，称一切有序元索对 ” o , y ) 

<其中^ X ,% y ) 构成的集合为夂与 y 的 耗积集 ，记为 x x y . 即 

X xY = {(X,py ： x^ X, y^Y} t 

其中 < X , J /) = (V , 〆 ）是指工 = :c/ ，# = 〆 ，^ x ^也记为 X s . 

例 ^ = {1,2,3}, ^={4,5}, 则 A 与5之直积 AxS 中的 

全部元素为： 
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(1，4), (1,5>, (2.4>, (2,5), (3,4), (3,5) 

例 [0 ,x [0,1] 为平面上单位闭正方形^ 

例 0 x 0 = (^ 是平面上的有理点集. 


1.3 映射.基数 


(一）映身 

在微积分中大索知道，定义在 O , 幻上的一个实値菡数就是 
从集合中的一种对应 关系. 现在，我们要把这一槪念 

推广到一般的集合上，建立不同集合之间的联系. 

定义〗 .11 设为两个非空集合.若对每个 rex ， 均 

存在唯一的 yey 与之对应，则称这个对应为映射（变換或函 
数 )_ 若用/表示这种对应，则记为 

幷称/是从 x 到 Y 的一个 映射. 此时，在 y 中的对应元 y 

称为 X 在映射/下的(映）像，^称为方的一个原像，我们记梦二 
/00»若对每一个均有无€夂，使得 y = /00, 则称此/ 

为从/到 y 的满映射，或称/为从 x 到 y 上的映射/ 

对于以及 Ac = x , 我们记 

/CA) = A t y = /(A：>}, 

幷称 /( A ) 为集合 A 在映射 / 下的 〈映〉 像集 (/(0) = 0) # 显然， 
我们有下列简单事实： 

(0 U / M ,)| 

— ■ W /_■ -- 

/( 门 aJc 门 

I / * ^ / 

对于 /: x — y 以及 Scy , 我们记 

幷称广 K 扪为 S 关于/的原象集.显然，我们有 T 列简单事 


(ii) 


实: 
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⑴ 若 BczA ， 则厂弋召） cr/MMh 




f 




Pis. )= Hz-K 化)， 

、 f i f I 


(iv) 卜 （ B^ =( 卜 '( 8 yr a 

定义 1.12 设 /: 欠 — L 竹当 R ' 爹％ 时，有 

K 〜） 关 /(H 

即 Y 巾不同元有 不间的 像时，甽称/足从欠到 Y 的一个黾射,若 

/旣是单射 y 是满映射 l mfUjk ^ jax 4^ —映射 • 在/是 
x 到 y 上的 一一 映射的情况下，对 y 屮的毎一个元#，就有 x 中 

的唯一元 X ,使得々 =/( w . 从而我们可作 y 到义上 的映射 

fj:sOO = 尤， 

其中 jc 由关系 / O ) 确定，幷称沒为/的逆映射，记为/-\于 

是，当/为 x 到 y 上的 一一 映射时，我们就说在 x 与丫之间存在 

——^对应. 


定义 1.15 设 /: x — y ， 则山 

■ 

h(xy =g[f(x)] (x^ X) 

定义的称为 £/ 与/的复合映射， 

集合之间的映射不仅其本身具有实际的意义，而且是硏究集 
合结构与性质的有效手段.当 y 是时， y —般称为函 
数.特别，对 于/中 的子集 A ，我们作 


1， K 力， 


XaW = 


0, x ^ X\A 


1 是定义在 X 上的 A 的特征函数， 

从定义可以看出，特征 函数; ^在一定意义上反映山 a 本身 
的特征， k 而可以通过对它的硏究来了解集合本身，例如 a 辛 s 
就是 Xa ^- Xb > 而与 XA ^ x y ^ XbC x ， ) 是等价的 等等* 显然， 
我们有下列苘单事实 * 


称 X^x 
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CO + - XArnWf 一 

^ Cii ) = XaW - “< X >; 

■ 

( iij ) Xa\^W = x A (xKi - x B ( x > 2 t 

■ 

< iv > xaabM = Ixa ^- xbW\ m - 

(二）对等某与基數 ' 

对于一个集合来说，集合中元素的多少是最鸶本的尙题之 
一.如果有两个集合 A 与 S ，' 我们要问 A 的元素比 B 的元 素多还 
-少?或者—样劣 〆 

对于有限集來说，情形比较苘单，因为我们可用自然数数出 
它们的走素个数.然而当 Z 与右都是无限集时，情况就不同了. 
从根本上来说，我们还幷不淸楚什么叫做“ A 的元素与 B 的元素 

一 样多” /实除上这需要给出适当的定义.为此， i _ t 峩幻再来分 

折一下有限集的情形.例如说有5只羊，5捸树/这是什么意思 
呢？这是说我们用 5 这个数来表示上洫两个不同集合所具有的 

共间的數量厲性*这种厲性表明此两集合的充素可以芷耔一个对 

—个地对应起来，不多也不少_现在我们把这 I 办法推广予无限 
集，来比较其元素的多少. 

■ 

龙义设有集合 A 守忍 • 若存在一个■从4到5上的 一一 

映射，则称集合乂与 石对等 (也就是说可以把 a 盼全 部元素 

通过映射一一对应起來），记为4 

■ 

例自然数集与正偶数堪对等，即 . _ 

映射 t £/ = f <Ji) = 2n. 


N 




例如存在 

■ 

例 MxN ^ N m 例如存在 一一 映射 /, 

/(*") =2 f ' 1 (2；- I), jV xN. 

I 

这是 _ 为任一自 然 数均可唯一地 表为： 




( P 非负整数，4正奇数）， 
而对弗负整数正奇数又有唯一的使得 

fl = 2；- 1, 


Q 


P - i. 


J 3 


因为存在——映射 


— 


— M ) 


显然，对等关系有如下的基本性质 * 

( i ) A 〜 A , 

■ ■ 

( ii ) 若 | j(f A > 

( iii > 若 〜 J5 ， 则 A 〜 C + 

有了以上这些性质，为了获得两个集合之间的 一// 对应关 
系，我们就可以运用中间集合过渡的方法.此外，'达可以采用分 
解，合幷等方法 * 尤其是下述定理，更是我们证明集合对等的重 
要手段， 


引理1,4 (集含在映射下的分解定理> d 若有 
*父 ，則存在分解 


Y 


X = A[jA- f Y=B[JB-, 

其中 /(A) = B，5<a-> = A', Af ) A '^0^ Bf ] B - = 0 m 

ii 明对于 A ： 中的子集£,若满足 

五 n5(y\/a)>= 夯， 

则称£为夂中的隔离集，现将一切 x 中的隔离集之全体记为 r， 
且作其幷集 " 




E 


我 n 有事实上，对于任意的^€厂由于 a 二 e ， 故从 

e f ]^ r\f = 0 

可^屯 ru < y \/ M )) 从而有 xrua \/(> o ) = 〆 •这说明 

A 是又中 的隔离集且是厂屮最大元③ • 

现在令/(乂>=月， y\B = 扩以及首先知道 

y=BUfl- 


① 本引3蕞 Banach 建立的 

② 指包含关系， 


其次由于咸，故又可得事实上，若不然， 
那末存在 AT , 使得现在作 4» = ALJ { x »}， 由于 

/(A)c/C%>， 故知 B-^y\/(A,). 

从而有 t〕5(y\/(^U )). 这就是说， A 与 tf ( y \/( A 0 )) 不相 
交_由此可得 




■^o n c ^ v / c ^ o ^)) = 0f 


这与 A 是「的最大元相矛盾. 

定理 1 . 5 (<^ 1 ^ 0 卜 8001 丨 1 *〗 1 »定理> 1 )若集合 X 与 y 的某个 

眞子集对等， Y 与 A ： 的某个眞子集对等， 則/〜 y . 

证明由题设知存在单射/ :与单射根据 

■ 

映射分解定理知 

X = A\JA-, Y ^B[jB- t 

注意到这里南丑以及 g : A - 

k k 

到 y 上的——映射 f 如下< 

F (^xy =5 


/ CA ) 

— 广是 ^ 一映射，因而可作欠 


tf CBX i 


s^W 


叫 A, 


{ 


x^：A^ 


这说明 X-Y* 

定理的特例：设集合 A 满足下述关系 

■ 

CczAczB f 


若 B 、 C， 贝 (J B 〜 

■ 

■ 

例 [- ui ]—#. 这是因为已知 （- i ， i > 

(- i , i ) e [' 1 , 1 ]^^. 

如果我们要直接建立 [- 1 , 1 ] 与 J * 1 之间的 一一 对应关系，躭会比 
较烦琐些，至少用一个连续函数来表达是不可能的，因为闭区间 
I ：的连续函数之值域仍为一个闭区间. 

现在让我们来描述集合的基数（或势>的槪念.设 A ， B 是两 
令集合，如果那末我们就说 A 与 B 的基数 (Cwdinal 


S 且有 


num 


①本定理昜 Cantor 提坩砷，而甘先矯予正 «S 铒的是 Bern 由 in . 这里的£ 

方法*于 BMiath , 



be O 或势是相同的.记为3 = 1，从而可见，凡是互相对等的 
一切集合均具有相同的基菸，如果用 a 表示这一相同的基数_那 
末 3 = o 就表示 A 属于这一对等集合族.对于两个集合 A 与 B , 
i ^ 2 ^ o t 若 A 与丑的一个子集对等，则称 a 不火于心 


记为 


0 <艮 

若 <2<月且 0辛尽， 则称 a 小于|9(或 J 9 大干 G ), 记为 

a <^9 (或 J 3> a ) ①. 


显然，尽且芦 < a » 則由 Cantor-Bernstein 定理可知 a 


由此可见，基数槪念是有限集个数槪念的一个推广，它反映 
出一切_等集所仅有的共性（数量属性). 

现在我们可边把有限集说得更淸楚些，设 A 是一个堪仵，如 
杲存在自然数 n ， 使得4~{：1，2,…，4，则称 A 为有限集，艮用 
同一符号 n 记 A 的基数.由此可见，对干有限集来说，其某数可 
以看作是集合中元素的数目，若一个集合不是有限集，则称为无 
限集.下面我们着重介绍无限集中若千重要且常见的基数* 

I . 自然数集 W 的基数.可列集 

记自然数集 N 的墓数为％(读作阿列夫 （ A 1 叩 h ) 零). 若集合 
4的基数为妗。，则 Z 叫做可列集，这是由于尺=(]，2， 
mA ~ N f 故可将 A 中元索按 一一 对应关系以自然数次序排列起 
来，附以下标，就冇 


>， 


* | fe 


A = {a u a 2f 


}. 




■- i * 


■ ■4 


3 , 


hr 


定理 i 

证明 任取 E 中一元，记为 X lf 再从五 \{xj 中取 

•. 设巳选出… J nl 因为五是无限集，所以 


任一无限集右必包含一个可列子象 


记为 


兀， 


■ * 




① 对 于任 * 给定的两个*合与 B , 是否 会发生 T 述情形 _ d 与 s 的任 一子 
集不 对等， B 与 / 晬 任一子集不对等 * 在应用集合论中的 * 选抒公理”的葙 S 上，可 
以庄 明这一 悄形是 不会发 生时 . 选择 公理觅 第二 章末尾的附注 （一 > * 在关干 集合的 
某 ® 命*的证 明中， 我 ft 亊实上必须用 到选择 公理， 


U 


E \ i a u a if a n ) 羊 〆 ， 

于是又从五中可再选-元，记为、 * m , 这样 
们就得到一个集合* 




( a U ^ 


，a 


_ ■看 


这是一个可列集且是 e 的子集. 

这个定理说明，在众#的无限集中，最小的基数是妗 

例设 A 是有限集， B 是可列集，则 A 是可列集 
'不 妨设 A = ( a a , …， aA , B = ib lr b it 若 A f | I 




04 


〆 • 




則由 


A u B = {〜， W “} 


可知 AUB 是可列集 j 若 Afl 丑羊 〆 ，则由于 

AU B ^( A \ B)u Br 


易知 A [ JB 仍为可列窠. 

定理 1.7 若 = 1,2,，，.） 为可列集，则幷集 


^ = U A * 


也是可 列集， 

证明只需讨论（年/>的情形，设 


- {a 

乂 2 =(或“_， a sj ， …}， 


f a iit .•*}， 




Ul 




Aj = {a 


， a "， …}， 


晷暑_ 




则 -4 中的元素可排列如下 


{ a iu a 12 , a^ f a 衫， a ja ， •_• T __，}* 

其规 则是七 1 排第一，当“/>2时， M 排在第《位* 


« + I ^ 2 

it - 1 

有理数集 Q 是可列窠，这只需证正有理数集 <? + = Mp /0 
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为可列集即可，其中 Pj 都为正整数.而将后者 Q + 中的元素墙 
成序对 （p 就可应用上述定理 • 

我们知道，在任何两个实数之间都存在着有理数，即有理数 
在实数轴上是稠密的，现在又知道有理数集是可列集，这使得有 
理数集 Q 在许多事实的证明中挢演了重要角色. 

由有限个自然数构成的有序数组之全体 A 为可 列集. 事 
实上，对每一个”，《个自然数的数组的全体对等于 JV ", 从而 

知 A 对等于而后者之基数为妗。 ( JV * JV >. 

注意， “ in 把有限集与瓦判集铼__哥蔡慕或至多可列集. 
因此可列辜也可称为可数另限集 . ’ 

例 &中互不相交的开区间族是可数集. 

例&上单调函数的不连续点为可数集.以单调上升函数 
zoo 为例 * 若％为 zoo 的不连续点，则有 

/ C^o "0) = lim /00< lim /( x ) =/( x 0 H -0), 


就对应着一个开区间 /(^+0)>* 显然，对 
于两个不同的不连续点 h 及 x 2 ，g 间 （/(\- Gh / Ch + O )) 与 
</( x 2 -0>,/(& + 0)) 是互不相交的，故只需看实轴上互不相交 

的开区间族，后者是可数集. 

若/00是及 1 上的实値 函数， 钿集合 

■ 

{尤€及 1 : /在 I 点不连续但右极限+ 0) 存作 C 有限 ）} 


因此， 


是可数集 


证明令 


S = { x ^ R l : fCx ^ 0) 存在（有限 ）} 


对每个自然数《，作 


E 


e * 1 : 存在6>0，当 x ，， M 60^-5 ,jc + 5) 时 




显然， flEn 是/00的连续点集，从而只需指 出叭仄 U = 1,2, 

It ^ 1 

) 是可数集即可 * 

■ 

取定任意一个《，幷设由这的定义可知，存在6 
>0，使得 


»■* 


|/( xO-/Cx + 0) j < 


£ Cx r x + Sy m 


2 n ， 


从而鸟就有 


l / oo ~/( m < 士 


这说钥 0^ + S ) C ：£„ 也就 是，扒心中毎一个点 f 是其 企龙这 
冏/, = 0：/ + 5)的左端点，且/=与不相交.因此当 x A , 

时，我 n 得到 

^ xt n ix t — 0 m 

于是区间族是可数的，即&\£„是可数集. 

这些例子表明，通过集合的基数槪念可使我们把握硏堯对象 
的某种數暈属性. 

定理 1.8 设 A 是无限集且其基数为 a , 若 B 磋可数集，则 
A U S 的基数仍为 a . 

■ 

«明不妨设刀 … }， a =终1 

A = U ^2t ^1 = {^1 J^2f … 






沒们作映射 / 如下： 

/( a t ) a Si , a f 6 f = a 2 i 一" G 

fOO = 欠，欠€ j 2 , 

显然， / 是 / UB 到>11：的一一^映射， 

定埋 1.3 集合 A 为无限集的充分且必要条件是 I A 与其眞 


子集对等 


证明因为有限集是不与其真子集对等的，所以充分性是成 
立的，现在取4中一个非空有限子集則由上一定理立即可知 
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2. R 1 的基数.不可数集 

我们知遒，通过 一一 ^映射 / o ) =以+〖>/2可刼，[― M ] 与 
[0，1]对等.因此荽硏究实数集&的基数，就只需耍讨论[0，1] 
的基数即可. 

定理 1.10 [0,1]=仁不是可数集. 

证明只需讨论（0,】].为此，采用二进位制小数表示法 t 




4 


一 'O 


其中心等于0或1，幷在表示式中有无穷多个％等于1 

■ 

(0, 1] 与全体二进位制小数一对应. 

若在上述表示式中，把 




0的项舍去，则得到 


a 


= 2 六， 

I -1 么 


这里的 pa 是产格上升的自然数数列，再令 


n f _ lf t =2,3, 


\ =n tf 


mmm 


『现在假定 ( o , 1〕是可数的，则#是可數的，不妨将其全体排 


@自然数数列的全体检成也 龙备势^ 


列如下 I 


< m ? v ••尤 


>， 


4 4 1 - 


i ) Jr ( l > 

1 t , \2 J 


，fcm 


但这是不可能的，因为 


av > + i 吧 + i . 


Am …） 


»«« 


属于龙％而它幷沒有被排列出来，这说明尤是不可数的，也就是 
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说 (0，1] 是不可数集， 

我们称夂 1 的基数为连续基数，记为 

定理 K 11 设有集合列若毎个的基数都是连续基 

■tkJ 

数，则丼幷集。^^ 

k - [ 

证明不妨假定冬 nz # = 且4 + 我们有 


的基数是连续基数 


U 4〜 [i，°°> 




现在提出两个问题 | 其 一 ，在妁。与连续基数 C 之间是否还 
有共 它基舉？答案见本章附注 I 其二，是杏存在一个 具有承 ，大基 
数的集合 A ?下一定理给予否定的回答，这是集合论中最重耍的 

结果 之一. 


定理1, 12( 无最大基教定理）若 A 是，空集合，则 A 与其幕 
集# (/) (由 a 的一切子集所构成的集 合族〉 不对等. 

诋明假定 A 与其幂集夕 （A) 对等，邱存在 一一 映射 
— 我们作集合 


■> W 


^ {^6 ^ ：^ e /<^»* 


子是有 ye 4，使 /OO 夕 ( A ), 现在分析一下 y 与 B 的关 


系: 


(0 若 ffGB ， 則由 5 之定义可知 ye / O 0 =A 
( ii ) 若 yeB ， 则由之定义可知 

这些矛盾说明 A 与夕 （ v 4) 之闽幷不存在 一一 映射，即 A 与， （ A ) 

■ 

幷不是对等的. 

易知集合>1的基数小于共幕集夕 （ A > 的基数. 

(三〉 基數运算尚介 

現在我 n 来祖胳地谈谈基数的一般运算规律，它可使我们对 

■ 

许多集合的基数的判定更加迅速，其大小 fe 比较更加淸哳. 

定义 U 飞5 Ci ) 设有基数 a 与我们取集合次与4，使 
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n ^2 ~ ^* a. = a H_ 

a i 与 a 2 的和 + 

< ii ) 设有墓数\与 


称集合的基数是 
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我们取集合4与使得 


2 i 


= a if 


A 2 = a 2 , 


称 E 积集4 x \的基数为\与 a 的乘积 A 
同的墓数 a 的乘积为 

( W ) 设$集合记从召到 Z 的一切映射所枸成的集 
合为 A' 若7 = a, ~B 则称的基數为 a 的次幂 V② 

. 这呰某数运算的规定都是#限集个数运算的推广，不过我们 
从前面的具体例子看到，无限集基数运算的结果与 有限集 个数运 
算的结果有很太不同*例如 1 


又记”个相 


a 


(1 = 0 


_ 


^o + ^ o = AS = A 


俐设 I 


则 


= a ， 


^ TW =2\ ■ 

■ 

事实上， 2" 是集合 {0 , ] }“ 的基数，而 {0 , 1 P 就是定义在 


/上的一切特征函数所构成的集合 4 而相应于 A 中每个子集£， 
均唯一地对应一个特征函数; 


I , W 丑， 


XeW = 


xG 


0 ， 


反之亦然，这说明#(4>与{0,1”是对等的 


2 ^o 


宠理 1,13 

我们只需比较 (nr 与 （o,i] 的基数 .对 子任意的?^ {o，ir, 


c 




作映射 


①这样的取法是可行的，亊实上 


t * n 再作 


1*^2 

} XB 1t - ] ^2 \ Xj ^2, 


其中 w 方， 

@ 例如 B - 彳 1_2, …， af - \ 0*i ^ f 


^的陕射总数正好 *2 


B 
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ft p 一 2 


3 


易知 / 是从 {0，1}" 到 (0,1] 的一个单射，故得2》。<匕另一方面， 
对毎一个 ( m 用二进位制小数（必须出现无穷多个数码 
1 ) 表示为 




a *-=0, 1 


2 


现在定义映射 P 如下； 

■ 

9 '^ P ^. (0，1}身，中00 = 〜， 

易知0是从 (( M ] 到 {( Mr 的一个单射，故又得根据 


n 


*•* 


Canior-Bernstein 定理， 


2 


C 




例 


少 （ N ) 〜穸 O 、， 所以有 

^( JV > x 夕 （2 VV ) 〜夕 （2) 〜夕 （ A 0 


事实上， 


为 


共中 Z 表示整数集. 

在结束本节以前，下面再举几个实例供读者桊考，/ 
例*设/00为(〜上的实値函数，则集合 
he 0* 右导数八00以及左导数厂00存在而不相等 } 

为讨数集， 


证明令 


A = { x ^ <^，0:八00<厂00}, 

只需证明 A , 只为可数集即可 * 以 Z 为例.对任意的选有 

使得 r + w < r x <r M . 再选有理数~及 

a < s x <： t x <^ b t 


理数 


JF » 


/ O 0-/ O ) 


使得 




以及 


fOO—j VO 


<^xf 




合幷得 


/0> 〜/ (太 ）<，孟（夕一太）， 

■ 

其中 〜 < j /< g , 因此，对应规 mx — 是从 4 
到 p 的一个映射，而且是一个单射.这是因为若有 


使 


S 


= 3 


x 2 f 


f £ I 




则 （ s jc"D = ( s 

一 --*■■ -- - ■ ■■■ ■ ， 

7(^> - K^d<r Xl C^a - ^), -/(^)<^ 3 (^ 

而^ 宦 


) 且均含 A 及于是同时有 


故得矛盾.这说明 X 与 _ Q 3 之一子集对等，而 Q 3 的 
基数是於。，即知/ 为可 数蓽. 

定爻在 ( hiOi : 的凸函数在至多除一可数集外的点上都 






是可微的 


证明 所谓(〜 O 上的凸商数 /( x >， 是指对(\&)中任.意两 


点 Ua , 均有 


(A _ ^)/C^i) + ( 工 - ^.)/<^a) 


fW < 


x z-^t 


x 1 <x<jc 2# 


将 Jl 式进行变換，有 


/ 00 - /(^ 1 > ^ /(^ 2 > - fOO 

X — X 】 ^ 


x z ~x 


此外对我们有 


i% 


⑽-⑽』贤) 


! ■: 勹 

〆 ■ ^ 




X 


X 


2 


这说明存在右导数 | 


/( O -/00 


H 


^-/； W < + 


Ifll 


X ，_ X 


z 


类似地可知左导数厂 00 存在，且有 

一 </_ (</V M <° o , 

从而可得结论：（〜幻上的凸函数在至多除一可数点集外都是可 


微的 


例 # 区间上的迹续函数全体的基数是 2 W 。. 
证明首先，因为上的常数函数都是 [ a ,&] 上的连续菌 
数，所以办与中的一个子集对等，即的基数大 
于或等于共次，对每个我们取一个平面有理 
点集 Qx Q = C ? 2 中的一个子集与它对应，即作映射/如下： 

/O) = {(s r ty^QxQ ： s^ [a,6], 

易知/是从 Ci > 到夕 ( Q 2 ) 中子集的一个单射，由于7(0 2 ) 
一夕(#)，故知，(0 2 >的基数是抑。.从而可知的基数 
小于或等于 2 y _ 这说明的基数是2达％ 


维欧氏空间 


本书主耍以上的实値函数为妍究对象，为此，还需进一 
步讨论 j ?” 中点集的性质. 

记一切有序数组 t 之全体为及•，共中 

1, 2 ，… ，匀是实数，称 G 为 x 的第 i 个坐标，幷定 




f = 


义运算如下： 

<0加法》对子 


， fti ) 以及 J =(1, ••_,%>，令 


4 _■ 


I f 


十丨= (G + fj ” … + 


Cii ) 数乘 • 对于 令 Ax 

在上述两种 运算下 构成一个向量空间，对于记 


e i = 


,0), 


共中除第丨个坐标为1外其余 皆为零_ …， 组成 

■ 

Ra 的墓底，从而於是实数域上的 n 维向囊空间，幷称 
x =(匕， …， 为及_中的向量或点，当每个 G 均为有理数时， 
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A 


Jn ) 称为有理点， 、 

定义1,16设 r =(【 〆 .•，“）€ 




令 


xi =(n + … 十 nv /a ， 


称为向量 y 的槙或长度. 

关于向量的模我们有下列性质： 

<i) Ixf^Oi \x\ -0, 当 H 仅当 X =(0,0 ， "- ， 0)» 

Cii ) a ^- R ^ fax |'= |^ i | 

(iii) |x + 夕 |< 卜 | + UU 


( i ),( ii > 的结论是明显的； （ iii ) 是下述 ( W ) 的推论 
( iv ) 设 x = H ，/„)， 


，” s ，•， 〆 〜）， 则有 

+ … +“ ％ ) 2 <(f! + … + g)(m + ." +";)• 

I 

明只需注意到函数 


y 




/(A) = d + 初 / + … + (“ + A %) 2 

是非负的（对一切 M ， 由 A 的二次方程 /( A ) 的判别式小于或等 
于零即得， （ iv ) 是著名的 C « mohy ^ chwa « 不等式. 

一般地说，设 Y 是一个集合.若对 Y 中任意两 个元索 r 与， 
有一个确定的实数与之对应，记为 它满 足下述三条性 


Ci > dCx 9 y ) = 0 ,当且仅当 

( ii ) d ( x ， y 、= d ( y ， x 、' 

( iii ) d ^ x t y ^^ dix,zy + d ^ z ^' y , 

则认为在 X 中定义了距离 d ， 幷称( X ，句为距离空间，因而 
(« •，幻是一个距离空间，其中 Ahy ) = 

我们称及•为 n 维欧氏空间. 

(一）点某的菹径.球邻域，矩体 

定义 1J7 设五是及 •中 一些点构成的集合，含 

diam (£> - aup { fjc - j /| : E } f 

称为点集丑的直径，若 diam (£)< oa ， 则称石为有界集， 


^1 


x 
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显然， E 是有界集的充分且必要条件是存在 Af > 0,使得一 

五都满足 

■ 

定义1 J 8 设我们称点集 

为 K ■中以 r , 为中心，以 5 为半径的开球，也称为 h 的（球 ：) 邻 

■ 

域，记为从而称 






{欠 


中以5为中心，以5为半径的球面 


为闭球，记为6 (4 〆 ) 


= 5} 


{x : 


定义119设 b.O -1, 2,々皆为实数且七<卜 

1 ■ 

(1 =1,2 ，…凡 我们称点集 

{X = C i =1,2，-、打)} 

为 je * 中的开矩体= 2时为矩形， 


J 时为区间），即直积 


n = 


X •“ X (^ rt > n ). 


类似地，中的闭矩体以及半开闭矩体就是直积集 


办 JX …X [〜入]， 


称= 1,2,…，幻为矩体的边长，若各边长都相等，则称 
矩体为方体. 

矩体也常用符号等表示.其体积用 K 1 ， UI 等表示. 

若 / … x (%，\)，贝 IJ 

diam(/) = [(\ 一 七 ） 2 + 




I ^ I =rx(h -〜） • 

'■ 1 

定义 i ,2 o …）.若存在 reJf ，， 使得 


H 


xjt —尤丨= 0， 


則称 h (片 =1,2,…）为中收敛（于 x 的）点列*称 x 为它的极 

SK * 幷简 id 为 


7 



li 


= X 


若令 


则由 于 




44 * 




不等式 


\Sk t + 


^ 9 -u\ 

对一切々与 * 都成立，故可知 x k Ck = 1,2 ，…） 收敛于 x 的充分 


+ 


mmm 


且必要的条件是：对每个 i ， 实数列都收敛于由此以 
及根据实数列收敛的 Cauchy 原理可知， x k OQ =1,2,…）足收敛 

列的充分且必要条件是 


li 


i X t ~ I - o ({<* } 是 & 本列） • 


(二）极哏点 

■ 

■ 

定义1,21设五及，♦若存在£中的互异点列 
{〜}，使得 


lim | - x : 


则称1为£的极限点，五的极限点全体记为五％ 称为上 的导集 f 

显然，有限集是不存在极限点的， 

定理1,14若 Ecff -， 则 、当且 仅当对任意的5> 0 . 


有 


( B ( x ,5>\{ x}>n 丑羊 〆 ， 

证明 若巧 石、则存在£中的互异点列 {x k }, 使得 

0 k 

从而可知对于任意的5> 0，存在当 t >匕时，有 - 爿 <5 


— »-oo 


e5(x ， 5> a > ko , 

反之，若对任意的 5 >0，有則令 

心 =1，可取 AG 五，〜共 x 且|欠-6丨 <1* 令 


JC 


( 


s 


2 


可耽 E r x 2 ^x ^ 


\ <1/%继线迖一过程，秣可得到£中 
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互好点列 { x k } $ 使得 — 


= 0 


这说明 

定义 1.22 设石 C ： J «_, 若£中的点 x 不是£的极限点，即存 
&> 0 ,使得 


( Bu f 5) vw ) n 石= 〆 ， 

m 称*为 h 的孤立点，即; 

例若五 = U ，1/2，》,1 八 ，■” h 则 P ={0}，且一切1八 o ： 
1,2,…）均为£的孤立点. 

例设五= v / i : mn 是自然数 h 则五’=及、 

事实上，对于任意的令 、 

■ \ 、墨 

= v^[(x + n) 2 ] - v/rt = 

([>] 表示不大于 y 的整数部分），则有 70 c + ^) 2 - 1 - n < x n < x f 
而可得 


Ji 


卜0 


定理 1.15 (五 , UAV =^, U £；. 

证明因为 

^1<=(^1 U^)S Ac<£! u A)'. 

从而有 KUAcc & UA )， •反之，若 KAUh 〉'， 则存在五山 

£ s 中的 i 异点列{〜}，使得 


li 


Xjt =欠 


显然，在 {&} 中必有互异点列 {&,.} 属子尽或属于£ 2 ,而且 


lim x k - 

^ ■ MMm I " 


在 { A ,} c : 五 i 时，有欠€丑^，否則 xe 丑汄 这说明 

<^{ JE 2> / ^\ VE ；. 

定理 1 , 16 (Bolzano-Weierstfass 走理） 

点集 E 至少有一个极限点 4 


中任一有界无限 
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证明首先从£中取出互异点列 { Ah 显然， {&} 仍为有界 
的，而且 {&} 的第丨6 = 1,2,…， n ) 个坐标所形成的实数列 {“,} 


是屯界数列 • 共次根据只 1 的 Bolzano - Weiemraas 定理可知，从 


hfc } 中可选出子列怙/ 13 }, 使得 } 的第一个坐标形成的数列 
是收敛列》再考察的第二个坐标形成的数列,同理可从中 
选出 {< s > }， 使其第二个坐标形成的数列成为收敛列,此时其第 
一 坐标数列仍为收敛列（注意，收敛数列的任一子列必收敛于同 

至第 n 步，可得到彳以}的子列 { r / d }， 其一切坐 


一极限）， 

标数列皆收敛，从而知是收敛点列，设其极限为 X . 由于 




命 


是互异点列，故^为£的板限点, 


§1.5 闭集， 开集， Borel 集 


(― ) 闭集 

定义1,23设 E <^ R \ 若£二^ ( 即 E 包含 E 的一切极限点>， 
则称丑为闭集（这里规定空集为闭集 )， iaE = E \ jE \ 幷称忍为 

五的闭包（£为闭集就是£ = 盈〉， 

中的闭矩体是伴]集，本身是闭集，有理数集0的 


例 


闭包是 

例若/00是定义在《^上的连续函数,則对任意的 


点集 


: J O0 1 : fix) <f} 


都是闭集 


证明以仁：/(幻<0为例且简记为若五則无所可 

证.现在设则由极限点的定义可知，存在五中的互异点 
mu , 使得 


li 


x k = ^0 


因为认= 1,2,…），所以有 


J C 艽 hX^ t 々 = 1 ， 2 , 


蠡*_ 


ao 


从而 由/的 连续性可知 


/( x 0 ) = Lim / Cr fc )^ 


这说明即 Pcfi ， h :/0 O <*} 是闭集， 

定理 1.17( 闭集的性质） （ i > 若 A ， 尽是 J ?" 中的闭集，则其 
幷集 auf 2 也是闭集.从而有限多个 m 集的幷集是闭;^ 

( ii > 若是中的一个闲集族，则共交集 


F =0 F 


是闭集 


证明 （ i ) 从等式 


-(^, u ^) ucnu ^;> 

= <^ iU f i ) U (^ U ^> 

=『_ U ^ 


可知，当厂/ 2 为闭集时，有这说明 hu 尽是 


闭集 


( ii ) 因为对一切 ae / 有 fcri ^， 所以对一切 a €/ 有 

FdP ^ F a , 


从而有 


沪 C 门 F „ = 

J 令 f 

但 j 7 匚 p , 敁这说明尸是闭集， 

注意，无穷多个闭集的幷集不一定是闭集，例如，令 

lUc * 1 ， 卜 1,2， 


F 


匕 =[ 


_擊* 


J 


则有 


f'jt = (0,1] 
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此例还说明 


U Ffc ^ U ^ 

i ： - 1 t - 1 

但我们有下列简单事实*设仏 e 犮，則 

U ， TTScfi 免 

^ e f cr ^ f ^ e ^ * e r 

下述定理推广 了《 1 中的闭区间套 定理， 

定理1 ,18( C a r » tor 闭集套定理）若 {&} 是心中的 非空有界 ^ 
闭集列，且满足'二^ 2 二》……，则 ^ 

r \ F ^^ 




v ? 


证明若在 { F*} 中有无穷多个相同的集舍，则存在自然数 

n F k = F k ^ 0 * 


女0，当 S 女 o 时，有 Fjt = Fjt 


现在不妨假定对一切&， Gt +1 是^^的眞子集， S{J 

-尸*+1右 〆 C 一切&)， 


F 


我们选取 


、 eF k — F k 

贝 的有界互 根据 Bolzano^Weierstra&s 定 

理 ^fSrs^7 t }ji (及 ， 使得 

limfh ^ x \= o * 

i—c* f 

由于每个 Fjt 都是闭集， ^^ eF k <A =1，2广.）， 


k = 1 ，2, ■"， 


C 二）开集 

定义 1,24设 Gcz 及'苕 O 


\<?是闭集，则称 G 为开集 






由此定义立即可知，本身与空集，是开集；中开矩体 

是开集》闭集的补集是开集， 

定理 1.19( 开集的 性质〉 （0 若 { g b /} 是及"中的一个 

开集族,' 则其幷集 


= Ug 

fr^I 


G 


是开集! 


( ii ) 若 GaU =1,2,…，峋是中的开集，则其交集 


g = h g 


是开集(有限个开集的交集是开集 ）i 

若 G 是 中的弗銮点集，则 (； 是开_ 的 充分且 必要的 

对 —皁欠.存以>0,使得 

证明 （ i ) 由定义知是闭集，且有 

flc “ 

a 

根据闭集的性质可知是闭集，即 C 是开集， 

(») 由定义知=1，2, …， m ) 是闭集，且有 


( iii ) 


先 件是: 


心= | J G “ 


根据闭集的性质可知是闭集，即 G 是开集，_ 

( iii ) 若 g 是开集且 xgg ， 則由于以是闭集以及 rec % 

可知存在5>0,使得 


B(x,5)C=G. 

反之，若对 G 中任一点 JT , 存在$>0,使得 

B (sc ， 8)cG ， 

&的极限点含于 G & 这说，明 G 

S Z 一 


从而3：不是的极限点, 
是闭集，即 G 是开集 
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定义 1,25 设五[化_若对于有 5 >/， 使得 

J 50 f ，5> c ;£, 则称 J ：^£ 的內点》 E 的內点全体记为&，称为 F 
的內核. 


显然內核定 为开集 ，上述性质 （ W ) 说明开集就是集合中每个 
点都是內点的集合. 

m 设函数 / oo 在上有定义.令 

= lim supIf/Cx^ -/(/) f SCx^6y} 9 


我们称为 / 在 h 处的振幅.若 G 是中的开集 a / OO 定 
义在 G 上，则对任意的点集 

H = { x ^_ G :^( x ^ </} 


是开集 


证明不妨设 H 古 〆 ，对于 H 中的任一点因为 


所以存在心>0,使得且有 ^ 

snp {1/<^ / > -/ C ^^> \ 

现在对可以选使得 

BCx f 6 x ) ciBix 0 t S 0 y 




显然有 


sup{ W) -/( 欠 " ）丨： X’ S(x f s)}<t 
从而可知 ~ O 0< t ，即 


BCx ^ S ^ czH m 
这说明 h 中的点都是內点， h 是开集. 

下面的重耍定理揭示出开集的构造，使我们对开集有了进一 
步的威性知识. 

定理 1.20 ( i ) &中的非空开集是可數个互不相交的 JP 区问 

C 这里也包括 （ _ 以及（- 00,00)) 的幷集, 

00 中的非空开集 G 是可列个互不相交的半开闭力体的 


幷集 


证明 （ i ) 设 G 是於中的开集.对于 C 中任一点 a , 由干 
是 G 的内点，故存在5>0，使得 （ a -5 ，d + 5) C ； G . 现在令 


a 
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p{x ： (^a f xyczG} t 
(这里 V 可以是 -«， 可以是 《) 显然， 

cG , 这是因为对区间 (&,〃"） 中任一点不妨设&<2<心 
必存在 r , 且有 Of ) cG , 即 s € G , 我们称这样的开 

区间 （ a \ a 〃> 为 G 的构成区间 J B , 

如果 / B = ( y ， y )， J bS =(V 是 G 的构成区间，那末可以 
证明它们或是重合的或是互不相交的.为此，不妨设若 

“ nh 本分， 


inf{x :(x r a)dG} f 




则有于是令 


in { a / r 办= e ， 

\ aOu ( y ，）. 取巧^门/卜则 “ = 是 


mBx { a /f F b ^} = d 9 


则有 o〆 ）= o 

构成区间且 


/ 




最后，我们知道&中互不相交的区间族是可数的 # 

( ii ) 首先将用格点 (坐 标皆为整数）分为可列个边长为1 
的半开闭方体，共全体记为再将 A 中毎个方体的每一边二 
等分，则每个方体就可分为2_个边长为1/2的半开闭方体，记厂 0 中 
如此作成的子方体的全体为继续按此方法二分下去，可得其 
所含方体越来越小的方体族组成的序列这里/\中每个方 
体的边长是2—，且此方体是 r k + l 中相应的 2" 个互不相交的方 
体的#集.我们称如此分成的方体为二进方体. 

现盖把 G 中凡含于 G 內的方体取出来，记丼全体为 H c , 再 
把 A 中含于 ♦ 


c \ y ^ 

(/ 表示半开闭二进方休）內的方 出来， 记其全体为 H 
此类推 . 中含于 


G\U LM 



崑然，一切如此做成的石 ( V ,1 A ：> 的幷集就是 G . 

定义 1.26 设%厂是 ■ 中的一个开集族 + 荐对任意 
的存在 Ger ， 使得 X €(；， 则称 r 为 （£ 的〉 一个开盖. 

设尸是五的一个开覆盖，若 Per 仍是 s 的一个开盖，則称 

■ 

f f 为尸的一个子覆盖. 

引理1,21 " 中点集 S 的任一开覆盖 r 都含有一个可数子 


覆盖 


证明从略_ 

定理1,22 ( Heine - Borel 有限芋覆盖定理） * 中有 界班集 

的任二丑！盖均含宜二/亡有限子榎盖. 

■_ 一 _■ ■ ■ 严 t TTT I ■ 




首先， r 是可列集.其次，对于 •中 开集 G 中的任一点 X ,必 
存在5>0,使得 


现在取有理点 V ，使得其中 ft >2/5， 从而有 


內的方体的全怵.显然，一切由 = … ） 中的方体构成 

■ 

之集为可列的.因为 g 是开集，所以对任意的 xec , 存在 d > o . 


使得 


B ( 弋 5 >cG_ 

而/\中的方体之直径，当〜时，是趋子零的，从而可知 r 
最终必落入某个中的方体.这说明 


G - U U / f /表示半开闭二进方体, 


中存在由可列个开 
集构成的开集族 A 使得中任一开集均是 f 中某些 jr ■集的幷 

事实上，厂可取为 


中的开集还有一个重要事实， 


{ 是 ■ 


然数 } 


中的有理点，&是自 













--1 

■ 

七 1 




G 


U 


B 


u 

\JI/ 


B 


€ 

X 


证明 设戶是 中的有界闭集， f 是 F 的一令开覆盖 

■ ■ 

上述引理，苛以假定 f 由可列个开集组成， 

厂 = {G 卜 


令 


U 。， 


H 






k 


1 


2, 








骨暑 


显然，^^是开集，是闭集氐有 …）.分两 

种 情况： （0 存在使得是空集， 

从而知 Fc =// fc ft ， 定理得 iiT . —切皆非空集，則由 Cunt 

闭集套定理可知，存在点 = …即 x 0 ef 且 

Wja = l ，2,"*>, 这就是说 F 卡存在点 〜不属 于一切 H *, 与原 
设矛盾，故第 GO 种情况不存在， 

注意，在上述定理中， 不篚 BLte _ 例如，在 
^ 中对自然数集作开覆盖彳0-(1/2)^+(1/2))}_不存在有限 

子覆 !!• 同样， 闭集的条件也是不齙缺的*拥 如, k ^ 1 中对点 
集 { 1 , 1 / 2 , “*， … }作开覆盖 


or 


n 2 n ? ft 1 2 n )\ 3 


就不存在有限子覆盏. 

例设 F 是中有界闭集， G 是开集且 jpeGf , 則存在3> 

0, rft 得当 IM <5 时，有 


F - h { x }^{ y + x ： s /^ F } cG _ 

证明对于任意的由于故知存在心>0, 

得 BO > J v ) czG . 因为{月(及彳^2) :1€:尸}组成尸的一个 开鼉兹 

所以根据有限子覆盖定理，存在 


U ♦ 爭 ) 

C ■ 1 


Fc 


于是，每一个至少厲于某个吞(外 〆 ， 〆 2 ), If 与 P 中 

的任一点 Z 之间的 ® 离为 
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j / k \ ■ 


现在取 


…人 m }， 


2 


即 £ + {x}dG^ 

若 S 的任一开覆盏都包含有限子覆 


则 2 !幻 <5 时有 y + re G ， 

定理 1.23 设五 C 

盖,则 £ 是有界 闭集， 

-证明设 yG 石％削对于每一个存在使得 


b 


* 


Bix t 8 x yr \ BO l S x ) = 0 t 

显然， { B ( x , 匕 >36£}是£的一个开覆盖，由题设知存在有限 
子覆盖，设为 


石 dkX •“， SCx mp S x j m 

由此立即可知石是有界集.现在再令 

in {^ X , t ，M t 5 *„}> 

則 B < x $ 0 > n £ = 众，即这说明 pc ： 五. 5是闭集， 

注意，如果£的任一开覆盖均包含有限子覆盖，我 rr 就称乓为 
紧集，上述两个定理表明，中的紧集栽是有界闭集. 

在闭集、开集的性质和有关定理的基础上，我们就可以把数 
学分析课程中关于连续性概念以及定义在闲区间上的连续函教的 

若千基本事实作如下推广 . ' 

定义 1.27 设/00是上的实値函数，如果对 
任意的 C >0, 存在^>0 ， 使得当《€£门五(4 〆 〉时，有 

则称/00在 x = a 处连续，称％为/的一个连续点 (在& 

续>•若 

五中任一点皆为/的连续点，则称 zoo 在 e 上连续.我们记 e 

■ 

上的连续函数之全体为 C ( E ). 

显然，戋于 C (£) 中的函数，同样也有类似四則运算的性 

质，也不难证明下述事实 （ i 正明从略 : h 


iFil 


的情形，即巧是互 


38 


设 K 是中的紫臬，贝 fj 

<0 /00是 F 上的有界函数，即 /( F ) 是及 1 中的有界集, 

^ I 

Cii > 存在 x 0 6 F ， 使得 

/^ o > ^^ p {/ Cx }: x ^ F } 9 f ^ j / 0 ) = inf {/( x)：xG P}t 

< iii > /< 勾在厂上是 一致连续的，即对任给的 e >0 # 存在 
«>0，当 且卜，时，有 

i /(^ o -/<^>1<^ 

此外，若£已/*，上的连续函数列{八0>}—致收敛于 / oo , 
则/(幻是£上的连续函数， 

例设/00是定义在五〔及_上的连续函數，对任 意的巧 


，令 


t { 尤 G 五: /( 艽)〉丈}， 

則存在 A 中包含旱的开集使得 

~ ^ n 

证明对任意的^€五*，即 f ( a :>> t ， 根据/的连续性，可 
知存在使得当夕 e jsn 忍时， 有 /( so>t 


开集 


c <= U B ( X A >* 


因为 G t 二)&，所以显然，对上述毎个右来 
说，有 


Ef \ B <： x t 8 x ^ czE u 

从而 可知五 HGcA . 这就是说， E t = Ef ] G u 

(三 ） Borel 集 

■ 

开集与闭集是中最基本的集合类型 • 当姑，在 
有更多的点~集幷不是闭集或开集.经过前面的介绍大家此钕地熟 
悉了开集与闭集，从而自然地想到用这种基本点集的运算拭着构 
造或表示其它的点集，这就是我 H 在达里要介绍的所谓 Bor el 集 


中还 




是可敎个闭年，则 
是可数个开雾称云为 I 


定义 1.28( 广，集） 

称 B 为 F〆 型>集》若 £c= 
(型>集. 


n 


G , 集的补集是 


G 


由定义可直接推知， F 〃芄的补集是 

，中全体有理点为{〜}，则有理点集 

U {^> 


f.m 


记 


为 '集 


若办）砉定夂在开集 Gc：Jl _ 卜的 


例(函数连缜点的结构） 

实値函数，则/的连续点集是 c 、集 

证明 如 oo 为 f & x 

续的充坌圣势 


点的振輻，易知 / O 0 在 r = h 处连 

由 此可知/ ( x > 的连续点集^ 


表为 


e C ： w ( r ) <1 

00< l / Jt } 是开集，掰以 / OO 的连蟀点集是集- 

设 f 是由集合 X 中一些子集所构成的集合族且滿 


因为 

定义 1.29 

足下述条件： 

(i) 0^f I 

( ii ) 若 Ae 厂 ，則 


dU 〜 €r ， 


>， 


( iii > 若厂 O 1 ， U , 

达时我们称 r 是一个-代数 

由定义立即可知下述事实 i 

■ 

0) 若 厂 ( n =】，2， 

■ 

( ii ) 若 r (” = 1，2,…）， 

lim A fl ^ T 




li u w 


m ) 


Hm A m €^i 


门厂， 

e - I 


(iii> 若 a ， b 它 r，m a\b^ r, 

Civ) X€ 厂 

定义 1.30( 生成 cr - 代数）设2：是集合尤中一些子集所构成 
的集合族，考虑包含 r 的 <7- 代教 r (即若必有 A € r ), 
这样的 r 是存在的，如妒 （ x >, 记包含 i 1 的最小 a - 代数为 
r ([ K 也就是说，对任一包含 Z 的卜代 数厂，若 Aer (2；>， 
m ^ er \ 我们称 r ( z > 为由 x 生成的 a - 代数 • 

定义 1.31 由中一切开集构成的开集族所生成的 ( T - 代数 

称为 Bote ] 心代数，记 为龙， 凍中的土秣为 Borel 集. 

显然，闭集、开集、 h 集与 A 集皆为 J ? •中的 》0«1集 | 任 
一 Borel 集的补集是 Borel 巢； 集合列的幷、交、上（下> 

限集皆为 Bore 〗 集.例如/% 3 集(可数个集的交集）是 Bo«l 

■ - ■ ■: ■ 罾 T ■ 


例•（连缜函数可微点集的绾构）若 /0 O 是妒上的连续函 

，剌/的可微点集是 J 7 ,, 集. 

■ ■ 

证明我们只需 i 正明/的不可微点集是可列个 G , 集的幷 
• 引用上、下导数的槪念，则其不可微点集躭是下述三个凜合 


的幷集 


Um fixy^fW 


T ^~ fW-fW 


A^r a 


<li 




x - a 


fOO - / ⑷ 


= I G 




li 


! i 乂、 一 / ⑻ 


1 


C - 




a 


现在令 *? 是夂 1 中有理數集，削上述集合又可表为 


/00-/00 


^ r < i ? ^lim 


A 


a 


貪 to 


fOO — fOO 


u (f 七 




x - a 
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n 


a ;li 


x- a 


r^fOO — f(CO 、 

m - - ~ t 

U- ^1 


azli 






c = 


^ r 


从而我们只需证明对任意的 t € 於，点集 

Y^f ocy - fw 




x -a 


是 Gj 集即可 i 同理可证点集 






a 


亦是 h 集. 

对于每个 g 然数 》 与 a ： ，作集合 

存在满足 0< b - 勾< 




x 


使得汹-⑽ 


^ t } 


:二 〉 t 


x - a 


则由/的连续性可知，0„^是开集.易知 

T ^ fW-fW 


: m 


is 


> t 




定理 1,24( Bai * e 定理) * 设•是即 

■■ 

■ 

它 = U Ffc ， 

jt ^ 1 

^ t (々 = l ，2, …)遙闭集.若毎个皆无內点，则 E 也 f 內点， 

证明 若 E 有內点， 设为％ ，則存在5。>0,使$ <々， 

因为是无內点的，所以必 存在心 6 6) 且有 

■ ■ ■ • ■ 

^ e ^ i . 夂因 IfiMi 集，所以可以取到使得 

x^i^i) n F i = 〆 ， 

同时有 lO ^ McBUo ，^)* 再 M 丑0^\)出发以类似的推理 
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使用于匕，則可得丹好，同时有 


丑 （ hA ) C 0( x L ，5 L )， 


这里可以要求 0<^< l /2. 继 续这夂过程，可得点列 {&} 与正数 

列伙*} 二使得 对每个自然数 t , 有 ^ 

其中 o < s fc < a//u 由于当时有故 


乂一 f <^<T 


这说明仁 fc } 是中的基本列 < Caucfc y 列>,从而是收软列，即存 

在太€*、使得 


0 


III! 


此外，从不等式 


龙1 - 欠* I < f 

立即可知(令这碑 mxe Bcx kf s k y m 即对 
一切这与发生矛盾. 

例有理数集 Q 不是集. / 

■ 

事实上，令 Q =0 ^:fc = ： U 2, …假走 




— r 2 I + 


+ 


X - X 


k 


-门 G .， 

# ^ I 1 


Q 


式中1<^1，2,…）是开集，則有表示式 

■ 

■ 

I 

■ r 

iR^\Q >UQ = (0 G 0 U(U < r ^ 

这里的每个单点集{^}与皆为闭集， 而且从 公工泊 可知 
Gl 是无，点的 • 这敗明於是可列个无内点芩闭集的幷隼.扑而 

Baire 定理可知於也无内点，这 一 矛盾说朗 Q 不是<^集_ 

若 i / n OO } 是定文在#丄的连续函歎列，且有 

Iim /_( j ：) - /( x) f J ® 1 , 


♦ 
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< i ) 若 Gc 办是开集，则 /— 是户，集, 

< n ) / CO 的连续点集是&中的獼密集. , 

证明 （ i ) 由于 I 中的开集 C ? 是可数个构成区闽的幷，故 

■ ■ 

不妨设 G 是一个开区根据点集关系 

or o 

{x ： /(x)^>a} = UU 门 {x:/ n (x)^a + e} f 


可知仁:/00>4是 f •集.同理可证 { x :/0 O <々} 也是 F •集.从 
而它们的交集广沁^彳））也是 f ，集. 

< ii ) 若 a 是 / OO 的不连续点，则存在有理数 P 与使搏 

P </( a)<^ t 


而且存在点列使得 


/( 叭） e ( PJ )， 

于是，若令/的不连续点集为则 


\i 


n = 1,2, 






D = 


Q 


其中 A pq 

现在，由 （ i ) 可知 /— HA ”） 是 G , 集，从而 

7 ^(^^ \ r ^ A pq y 

是集，易知它是无內点的 • 根据 Baire 定理， D 也无內点， 
这说明/00的连续点在 I 中稱密， 

例 Cantor (三分）集. 

■ 

这里我们来介绍一个构思巧妙的特殊点集 
此集合在解三角级数问理时作出来的，它具有若干重 

I 

躲特征，常是我们构逍重耍反例的基础. - 

设将 [0, u 三等分，幷移去中夬三分 JTK 间 

、“：(+，+)， 


Cantor 


f 己丼留存部分为厂 



再将匕中的区间 [0,1/3] 以及 [2/3,1] 各三等分，幷移去中央三 

分开区间 


7立 

■U 


2 


I 


及 


9 w 9 

再记 h 中留存的部分为 F 2 C 见图 1. 5)， 




= 1 U 2 U 3 U 


T T T 


l 

，— h 




丄 

T 


一般地说，设所得剩余部分为 F fl ， 则将中每个(互不相 


交）区间三等分，幷移去中央三分开区间，再记共留存部分为 

如此等等.从而我们得到集合列 { FJ ， 其中 


F 


fl + lt 




1,2, 




9 1 


作点集 


c - H F - 


我们称 c 为 c 时 tdr (三分）集_ 

Cantor 集 C 有下述基本性质 , # 

CO C 是非空有界闭集 . 

因为每个 /^ 都是非空有界闭集，而且二 F „ +l ， 所以根据 
闭集套定理，可知 C 不是空集 < 实际上，^^01 = 1 , 2 ,…)中每个 
闭区间的端点都是沒有被移去的，即都是 c 中的点 ). 显然； C 是 


闭集 


( ii ) C = C /(£ = fi / 称为完全集) • 
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设龙贝1，2，.“），即对毎个 n t x 属于长度为 

l /3 n 的 2 ft 个闭 医间中 的一个.子是对任一 5>0,存在《，满足 1/3" 
<5,使得 F a 中包含 je 的闭区间含于 （ x - 此闭区间有 
两个端点，它们是 C 的点且总有一个不足 X ，这就说明^是 C 的 

极限点，故得以二)(^由（0知0 = (^. 

(出） C 无內点. 

设给定任一区间 0 -\x + J 5)， 取 W <5, 因为 x 

^ F nf 所以中必有某个长度为 1/3" 的闭区 l ': llF n , fc 含于 0：- 久 

5〉.然而在构造 C 集的第《 十1 步时，将移去/^,&的中央三分 

开区间，这说明欠 X + 5) 不含于 G . 

( iv ) Cantor 集的基数是 V 、 

事实上，将 D ), 1〕中的实数按三进位小数展开，则 Canto f 
集中点 x 与下述三进位小数集的元 


X 十 


一一对应，从而知 C 为连续基数集， 

注在下一章中我们将指出，可数个互不相交区间的拎度的 
总和等于每个区间长度的和.于是 [0,1]\ C 的长度的总和为 

C 1- ! 

22 n _n 

H ** 1 

我们还可以在 [ 0 , 1 ] 中作出总长度为是任意给定的数) 
的稠密开集 • 为此，取 P=a + 25>/5, 幷采用类似于 Cantor 集 

的 fe 造过程 * 第一步，我们移去长度为 1 /P 的同心开 区间； 第二 
步，在留存的两个闭区间的毎一个中，又移去长度为 1/ P 2 的同心开 
区间,第 三#, 在留存的四个闭区间中再移去长度为 1/ P 3 的同心 

继续此过程，可得一列移去的开区闽，记其幷集为 G 

■ ■ 

(开集>，则 G 的总长度为 


区间 | 


1 ' ■ 


P ^ 2 
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我 / H 称 C p = [0,1 ]\G 为类 Cantor 巢（当 p =3时，就是 Cantor 

(三 分）集〉. c p 也是非空完全集，且沒有內点，由此还易知：若 
要在的单位方体[0, 1] X [0, 1] x … x [0, 1] 中构遺具有类似 
性质的集合，则只需取 CxCx … xC (C 是〔0, 1] 中的类 Cantor 

集）即可， ^ 


现在用 Cantor 集来构造一个函数 一 Cantor 函数，在后文 

中我们将看到它的特异性质的一些应用， 

例 Cantor 函数. 

设 C 是 [0,1] 申的 Cantor 集，共中的点我们用三进位小数 


巧 S 於 

i ^ % 


1 


**4 


来表示 


0) 作定义在 C 上的函数 p ( r > 
对于 ^€ C ， 定义 




t — I 


二 f 


〜=0，1， 


因为！ ： o , n 中点可用二进位小数表示，所以有 KQ = C 0,1]. 

下面证明 K 幻是0上的_调上升函数，设 W …， 

” •是取 0或】的数，而且它们所表示的 C 中的玫有下述关系， 


2 2許 < 2 ±$ 

? ■ 1 X * 1 


若记& = 丈仏}，则我们有 


爲 i — a f fik ^ a k 


A - a 


<s 

I - 1 


2 
I > c 


3 ‘ 


3 


3 




2 吞 k 一 1 




3" 


3, 


由此可知= 0， 轉 k = U 从而得 

广 rjJ ~k : IS 

^ ^ r ； 


/■■ 十 ，& 
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㈣ > 2^23+29 

^ f - 1 J-l f - 1 卜 * 


Jfi 


i — 1 rf - Jf f ■ 1 — ■- 

_B ^ ■ _ _ _ ■ 


1^ 


(铜 


八 7 


p+sp 


< 


=v 




jOi ) 作定义在 [ M ] 上的中 00 
对于 * e [( M ：!, 定义 


= sup (^ C ^) : C f , y <^}* 

昆然， 0 oo 是 nM ] 上的单调上升函数，因为 0([ o ， n )=[ o ， n , 
所以 000 是 [0,1] 上的连续菡数.此外，在构遣 Camor 集的过 

程中所移去的每个中央三分开区间上， 000 都是常数 ，我 

们称 0 <>>为 Cantor 函数， 


§ 1 . 6 点鎬间的鉅离 

定义1,52设 E 是中的弗空点集，称 

dix t Ey - ini {\x - E ) 

为点 x 到 s 的距离.若是及•中的非空浯集，称 

d(E lf E 2 y ^inf{\x-p\:x^E t ^ E 2 } 

■ 

为&与£ 2 之间的距离，也可等价地定义为 

inf { d ( r , 五 2 ) : A：e &} 或 inf {^( f If J /)：^6 五 2 }_ 

例在 R •中作点集 

E l ^{ x ^ :- 如<€<<^，” - 0 } 

石 2 = (” d ， 似 十1}， 

d ( E lf E 2 y ^ O t 事实上，当我们取且*=(匕7)6 

民时 * 由不等式 ' 


与 


d ( E lf E z )^ d ( x ^) 


n 




"in 


可知，对任给 e >0, 只需 KI 充分大，就有 rf ( A ，&)< s . 由 

此得(五”£ 2 ) — 0. 

显然，若 * €五，则 dix . E ') - 0. 但反之，若 rf (^,£) 

则方不一定属 于丑. 不过在 W 五时，必有 r 6 

定理 L 25 若 FC/T 是非空闭集且〜€/?%则存在）^戶 




使得 


办 •，/ 0. 

证明作闭球 B - BCx ^ S ), 使得 BHF 不是空集.显然 

dix 0 i F ) - 

Bf\F 是有 界闭集 ，而 | r fl — ; vj 看作定义在 Bf]F 七的 亟 


y # 


数是连续的 


一 inf { — y | ：y € Bf \ F}y 


— 3^0 


从而有 I 令 —yol r * d (^ o ? F ). 

定理 1.26 若 E 是 JT 中非空点集，则 d ( x f E ) 作为: c 的函 

数在犮”上是一致连续的* 


证明考虑 / T 中两点 
> 0,必#在 z ^ E , 便得 

£/(r ， E) < k — JS I < 

k 

< 1尤一 y 丨 + rf ( y ， 五）+ 8 


根据 d ( y , B ) 的定义，对任给 
|< rf ( y ，£) + e ， 从而有 

x 一 y | 十卜 _ r | 


y 


Z 


由 e 的任意性，可知 


dCx^E) — tf(y ， E) < Jj: 

■ 

同理可证 d (_ y , E ) — «£)< 

|rf(x,£) — d(y,E){ < 

推论 1*27 若，尽是 /T 中的两个非空闭集且其中至少 
有一个是有界的,则存在 x ^ F t , x 2 ^ F i7 使得 

■ 

I - diF t ,F,) m 

倒，若心， 厂是及 ”中两个互不相交的非空闭集，则存在 

上的连续函数/00,使得 

■ 

(i) 


这说明 


y|_ 


a 一 




(ii) F x = {|:/( 方） =1 }， 尸 2 ~ 


钲明 




1 W 




A ，0 + d ( x , F 2 y 


就是所求的函数. 

定理 1.2S (连续函数逸拓定理） 若/^是中的闭集，/00 

是定义在 F 上的连续函数且 !/(*)! < MCx ^ F ), 则存穿 i ?" 上 

的连续函数 gW 满足 "■ 


\gW \ < 办） ■" K ^)， Jf t 

证明把 F 分成三个 点集： 


I 


M 


< /GO < 


3 


(fM < 

< / w < f } 


3 


C 


3 


并作函数 


(¥) 


€R 


BxM 


rf ( Jt ， B ) + 〆 ：，<)’ 

因为 d 与 b 是互不相交的闭集，所以 & o ) 处处有定义且在 n 
上处处连续.此外还有 


I 宏 iOOI ^ ^ e/J 


3 


2 


1/W-^iWI x€F, 


3 


再在 p 上来考察 fW - SiM (相当于上述之/00)，并用类似 
的方法作及"上的连续函数&0)，此时由于 / O ) — 的界 

是 2 M /3, 故 aOO 应满足 

igM \ < 




3 


3 
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(f) 


Ai, x ^ F 0 




—M 


1 


3 3 


上的连续函数列彳以 00}， 使得 

1 一 1 M ， 


继续这一过程，可得在 

■ 

I 史 j 00丨名丄 * 


( 


， k - 1，2, 


3 


K*) — 2 &00 < ( 务 ) 

J « -I [ \ J / 


F ， 攻一 U 2, 


-4- * -i 


上面的第一式表明 


S 办 w 

+ »1 

崔一致收敛的，若记其和函数为 K *)， 则 sM 是 /r 上的连续 
函数；窠二式表明 


gM 2 j qOO — / o)， X 6 F _ 

+ ^ l 

最后，对于任意的得到 

<m!i 

1 g I ^ 2 I < 誉 (1 十 + + ( 舍 ) + …) 


M 




2 


3 


3 


上述定理在 fM 无界时也成立(研究 tg _ VOO > 




(一 ） 在 SU 中我们没有定义什么是集合，而是把它笼统地 
说成是某种对象，或满足某神条件的事物的整体等等，这在历史 
上也曾被认为是一种满意的说法.但在20世纪初，英国逻辑学 
家 Russell 提出了下述饽论(所谓悖论，是指这样一个命题 A , 从 

A 出发可以导出一个语句 B . 然而，若假定 B 真，则可推知 B 不 
真;若假定 B 不真，又推知 B 真)： 

*^令 X - {£：£6£} # 问集合 X 是否属于 Xr 


这一悖论的说明可参阅关于无最大基数定理的证明. 

悖论的出现不仅说明仅用某种条件或性质等来脊集合以定义 
是不完善的，而且给数学基础带来了某种危机.为了避免所发现 
的神种悖论，数学家们建立了各种集合论的公理系统，并由此推 
动了集合理论的发展，其中著名的有所谓 Z-F 公理系统._ 

本书所讨论的集合均非随意指定，一般都是指某个具体的全 
集（如 /?") 中的子集.这样，情况就比较简单. 

(二）连续统假设.关于无限集的基数，从我们在正文中所 

■ ■ ■ ■ 1 ■ 

举的例子来看，不是氏就是^那未在八与〃之间是否还有 
别的基数？这一问题曾耗费了 Caator 本人不少的 精力， 但并没 

有得出任何结论^麻谓连续统假设就是下述著名猜测 

■ 

之间不存在別的基数.虽经后继者的许多努力，也提出了若干等 

价的原则，但我们还没有一个绝对的观念柬说这一猜测的真假. 

■ 

不过在现今的 Z-F 集合论公理系统里， God e r 在 i940 年发表的 

文章中指出了连续统假设的相容性(即不能证明连续统假设的不 

真>，而在年 Cohn 又证明了它的独立性(即不能用其他公理 

■ 

给予证明）.因此，在目前最广泛采用的集合论公「理系统中，这一 

问题就算有了一个解答.当然，有的数学家 认为： 应当有一个确 
定的集合的数学实现，使其中连续統假设是真或是假. 


与^ 


有兴趣的读者可参阅 Kuratowski, K. and Mostowski, A •所 

■ 

著的书 ： Set Theory, PWN ? Amsterdam, 1976* 


习 


m 


L 设 A ， B ， E 是全集 X 中的子集，试证朗 

b - (Kn 

z ■设 { 与 { BJ 是递增集合列，试证明 




(U 义） n(U U 


3. 设有集合」和 f ,试证明 



(i ) 若 dU 


0 以及 BHE ^ 0 , 则 


£ 且 

( ii > 若 = ，令 々 ，鸿一 an / 7 ， 贝 il 

v ， 4 .设 {/；(*)} 是定义在 / r 上的 函数列，试 用点集 

> Uk}y iA ^ 1,2,- 




P39 


A 


F 


警 + 


表承点集 { xiUmffix ') > 0}, 

f 

5 -设 { UM } 是定义在 U ， 办]上的函数列，五 c [ ti ， H 且有 

Km 尨 (*)— 尤 [•抑 £ (*)， 


若令 E 


€ [ a,bl : LO ) > 


，试求集合 


W^M 


X 


设 f ： x ^ Y , AdX , Eery , 试问下列 等式成 立吗? 

f~ i (y\E^ - rcyy\rx ^； 

(H) /(x\^) - Kxy\KA\ 

7* 设有集合 / f ， S 与 C , 试 证明： 

( i ) 若 CA \ B ) - ( B \ A) r 则 A 〜 

■ 

( ii ) 若 ZCB ， 且』 〜（ JUC )， 则万 

8* 试作出及 1 \ J ? 与及 1 之间的——映射 
9 .试求全体超越数(:即不是整系数方程 


4 


U ] 


* 

J 


( BUC \ 




a^x 


一1龙 




a 


的根)构成的集合的基数. 

10 .设 / o ) 是定义在 [0,1] 上的实 值逾数，且存在常数 M ， 

，〜， 均眘 r 

+ /(h)| <3f. 


使得対于 [0,1] 中任意有限 个数: 


方1，龙 Z ， 




l / Oi ) + K ^ i ) + 

试征明下述集合是可 数集： 


[0,1]：/^) ^ ok 

11■设/00是定义在及 1 上的实值函数 • 如果对于任意的: r , 


E 


€ R 1 ， 必存在 8>0, 当 k 一 
证明集合 E -{ y : y ^ f ( x )} 是可数集 

12. 设 f 是三维欧氏空间 

距离都是有理数，试证明£是可数集 

13-试问在平面 


< 5时，有 >/(&)，试 




中的点集，且£中任意两点的 


3 


中满足下述条件的直线的全体所构成的 
集的基数是 什么： 设 （ r ， y ) 是直线上的点，若龙€2,则 y ^ Q . 

14设£是平面炉中的可数集，试证明存在互不相交的集 
合 j 与 B ， 使得五一 JUB , 且任一平行于 | 轴的直线交 j 至多 

是有限个点，任一平行于 y 轴的直线交 s 至多是有限个点. 

J 5, 设 E ^ R 1 是可列集，试证明存在 x a ^ R \ 使得点集 E 
与 B -h M 不 相交： £ n (£ + U »- 0,其中 

E 4- { t „} = {jc + x a ix € 

Vif 试箩出 （ o ， 1 ] 与〔 0 ，门之间的 ~ 映射 • 

^ & sTj > mc , 试证明 a 
与 g 中至少有一 个集合 的基数是 c . 

仍 8. 试证明 X AT ) — 

v / lS .设 £ cRi 且£的基数小于或等于 q 试证明集合 

V 

{尤 —" •）： h € £〔i "" 1，2, . ■ 


A 


的基数小于或等于 


LU •，若苕 

21. 试证明不存在如下之集合族 r : 对任一集合£，有 r 中 

的元/，便得 A ^ E 4 

^ 22 - 设有集合 J 且〜 X 若试 证明： 


20」设 E 


，试证明存在叫，使得/ 


A [ JB 〜义 

23.问：是否存在集合，使得多是可列集？ 

V 2 七记定义在及 1 上一切实值函数全体为试证明0不与 


1 对等 


25■设 EC /? 1 , 若£的任一子集都是闭集，问£是有限集 
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吗？ 


026 . 设 X 是无限集，试证明 存在父 中的非空真子 

集五，使得八 £)<=£• • 

乃 7. 设有集合父，/:夕(X)—夕（X〉，并且对于X的任意子 
集乂与丑， ACZB , 必有 /<A)C=/C0)， 试证明存在欠中子集五， 

使得 /<£> = £. 

28. 设 SCU% 若铲是可数集，试证明五是可数集* 

29. 设/00是定义在圯上的单调上升函数，试证明点集 

£ = {X:对于任意的£>0，有/(尤+石） 

是 J? 1 中的闭集* 

30. 设 FcA" 是有界闭集，£是/中一个无限子集，试证 
明* E f f ] F ^ 0 . 反之，若且对于尸中任一无限子 集五， 
有 E'Hi 7 垆0, 4证明 i 7 是有界闭集， 

S1. 设 F 是必中的闭集，记£为/^的构成区间中心点的 
全体，试证明 * E f dF \ 

■ 

32, 设 /eUdfl〆 ]), 令 

= o}fi 0^[> ，办 ]: 厂 ( 怎 )> 0 ), 

试证明 e 中任一点皆为£的孤立 

33. 设 A，5 是 Jf 1 中的点集， f 试证明 


(AXB)' = C^xbOUCA" x 5). 

34. 设 £CT 及' 若五乒 0，且五关试证明五之边界点 

集非空（即 3 E #0), 

35* 设仏 ，(^ 是中的互不相交的开集，试证明， 

36. 设 GC / f ". 若对任意的 ^ G ^ E <^ GC { E 9 U 

证明 G 是开集， 

37. 设{/*00}是有界闭集上的非负连续■数列，且 


满足 


h( x »fiOO, kc )， 
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limf k ix) - 0 , 托凡 

试证明 {/ fcOO } 在 F 上一致收敛于零， 

38,试问由& 毕的一 切开集构成的集族的基数是什么？ 

10 39. 设{尸 & )是中的一族有界闭集，若住取其中 有限个 

F …， 戶《„都有 


n 尸《产 〆 ， 
1-1 


试证明： 

40. 是 / f " 中的有界闭集族， C 是开集且有 


试证明 { h } 中存在 f ^， Fa s ， 


，&一， 使得 


n Fo t ^G. 

i ~ 1 

41. 设 / OO 是定义在 I 上的实值函数，若对任意的 d ， 


点集 


都是闭集，试证明/(幻是&上的连续 函数. 

42. 设 / OO 是定义 在办上 的可微函数，且对任意的 te 圯, 
点集 he 〜：尸以）= G 是闭集，试证明广 oo 是及 1 上的连续函 


43. 设是定义在 &上的 连续函数列，试证明点集 

■ 

{jf : ]im/ rt (x)>0} 


是&集， 

^4. 设/00是定义在&的函数， 试证明 点集 


/( 女）存在 } 


50 


是 G , 型集 • 

45*. 设/:0，*：^於，作 


若是中的紧集，则 / ec ( i > j ]>. 

46. 试证明 j ? 1 中的可数稠密集不是 G a 型集， 

47. 试证明在[0，1]上不能定义如下之函数 / OO , 在有理数 

上连续，在无理数上不连续. 

J 8 . 试证明不存在满足下列条件的函数 /( U 0: 

(O J 0 是及*上的连续函数 | 

Oi > 偏导数在上处处存在 




< 1 句 /( AJ ) 在妒的任一点上都不可微， 

^ 49 . 设 / OO 是定义在 [ 0 , 1 J 上的连续函数，令 

尸 1 (尤） = /(欠）， /[ (怎） = 八00 ，…， /[ (幻 =，“•• 

若对任意的 xe [ 0 , 1 ]，存在 fc ， 便得 A = 试证明 * 

50 . 设 G 。 是扪中的(^型集，试作 > 上的函数，它的连 
续点集就是 < 7 。. 

51- 设 FCif 1 是闭集， C? B Cn = l ，2, 是 i ? 1 中的开集列， 

且有 = f ( n = l ， 2 , …），试证明 ’ 


fOO 




(n° 0 nF 


-F 


52. 设 FCZA 1 是可数的非空闭集，试证明 F 必含有孤立点, 

53. 试证明点 A 属于 Cant 以集. 

54_设 EC ：/^, 若对任意的 xe / T , 存在 々6 E ， 使得 
“( x ， Eh 试证明 E 是闭集 • 

55. 设 { F / J 是及 n 中的非空闭菜列，〜•若 

lim d ( x ot F k ) ^ 00 ， 




试证明 U 6 是闭集， 

56. 是及 11 中的开集，试作《"上的连续函数序列 

{5 ico}， 使得 


lim g k M - X G W f 

k 

57. 设 FnF a C：/f n 是两个互不相交的闭集*试证明存在开 

I 

集 G 与//， GIDh 且 H 二>心，使得 Gn / J =0. 

58, 试&明中任一闭集皆为 C , 集，任一开集皆为 


xeR 


59*, 设尸 CiT 是有界闭集， G, G=l，2,__*,fc > 是及”中的 


开集且有 


F^ijGi 


试作闭集 = 1，2,…， fc)， 使得 

k 

F = U F ‘， 


60. 设是闭集，试作函数列 / k e(X* n )(fc=l，2, 
)，使得 


limf k Cx) = x F W, 




j 61, 设五 Cii^， 试证明 Z z OO 是连续函数列的极限，当且仅 
当£同时是与 G , 集， 

J 62*. 设 C 为 [0,1] 中的 Cantor 集，试证明 

c + c^{x + 3/ ： xec f 少 ec} = [o, 2 ：u 

v 63. 设 { F a :ae/} 是 j* 1 中的一个闭集族，且对任意的 a，j9 


e/, 有 


F fl CFf 或 FfidF 


试 证明户 0 = (J 是型集或是闭集 • 

at I 

J64' 设 / eC(0，U 入£)是[〜6]中的可数子集，若对任意 
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的都存在3>0,使得 

, : Ky )> fO ), y € + 5) 


试证明 K 均在上严格递增 

65r 点集 


{0, y) € /i 2 ：^ + y 2 < 1} 是平面上的开圆， 

试问五可以表成可列个互不相交的闭圆的并集吗？ 

66,设 £c：[0, 1]，且 f € C ( E ). 试作函数 0C ([ O, 1])， 


使得 


fO ), 


67-设 A ^{ a „ a 2 ^^} 9 B - 是两个自然数子 


列，若有 


Ii 




B -+031 


则称 B 是比^增长更快的数列， 

现在，设$是由某些自然数子列构成的数列族，且'对于任一 
自然数子列 d ， 均有 B ^ S , 使得 B 比 J 增长更快，试证明《5是 

不可数集. 


6 &设 F 是 /r 中的闭集，试作 J? 1 上的单调上升函数/00, 

且 使得 f = {x^R^.fCx^) ^ o } # 

69 .设 f € c (/? 】 ） •若对任给的 s > 0, 有 K 抑） — OOl — oo), 
试证明 fW 


7o *+ 设广00在 [0, n 上无穷次可敵，若对每个 
存在自然数 


[ 0 , 1 ], 


使得 f im) M - 0,试证明/00是一个多项式. 

设 K*) 在 O, 6 ) 上无穷次可澉，且其 Taylor 级数在 
每个^ 上有一个正收敛半径，试证明 /0O 在某个子区间 

上是解析的 (K：0 在点 *• 处解析，是指其 Taylor 级数在某个〜的 
邻域中收敛到 K^)X 


K 9 
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第二章 Lebesgue 測度 


从本章开始，将逐步介绍实变函数理论的中心内容一 

Lebesgue 测度与积分. 

19世纪的数学家们已经认识到，仅有连续函数与积分的古 
典的理论已不厍于解决数学分析中的许多问题 • 为了克服古典 
Riemaim 积分在理论上的局限性（见引言），必须改造原有的积兮 
定义.大家知道，对于 U ， 上的正值连续函数 K*)， 萁积备 

的几何惫义是平面曲边梯形 

QCD = ^ 0^ y < fW) 

的面积.因此，积分的定义以及一个函数的岢积性，是与相应的 
平面图舷 i 积如何确定以及面积是否存在密切相关 • 从这一个角 
度看间题，过去我们所说的不冗积函数 h 就反映在平两点集 

GO ) 的面积不存在的问题上.于是，如果我想要建立能眵应 

■ 

用于更大函数类的新的积分理论，自然希望把原有的面积槪念加 

以推广，以使得更多的点集能具有类似于面积性质的新的量度 • 

■ ■ 

' 总之，我们希望对一般中的点集£给予一种量度，它是 
长度、面积以及体积的概念的推广 • 如果每点集£的这种量度为 
w (£), 那末自然应要求它具有某些常见的 k 质和满足一定的条 

b 

件.此时，称^(£)沟 E 的测度 •以及 1 为例，我们提出： 

■ 

0)^ miE') > 0; 

Oi ) 可合同的点集具有相同的测度； 

( iii ) 令 J — ( a ，*)， 则 rw (/) 

(W) 若 E Xf E 2 ^- f E ^ 


b 




是互不相交的点集，贝 S 

\在= 1 / r - ^ 


-F - 4 




条件 （ O —( iii ) 是容易理解的.条件 （ iv ) 称为可数可加性，（历史 
上还创立过丼他种赉的测度，例如所谓 Iordan 测度，但它只具 
备有限可加性 .） 正足这种可数可加性使建立在测度论基础上的 
积分有了新的功能. 

1 S ⑽年， Borcl 建立了汜 中点集 （现在称为 Boml 集）的测 

度理泠_不久， Lebesgue 在 】 仙 2 年提出了享至目前仍广泛应用 
的 “ Lehesgue 测度”理论 • 后来， Cprathfeodory 在〗918年左右 

深入地硏究了外测度的性质，从此，测度理 论有了 迅速的 发展. 

不同的识分槪念是基于或紧密±也联系于不同的测度槪念的 • 

■ ■ 

测度理论及其方法在近代分拆、槪率论以及其他一些学科领域中 
巳成为必不可少的工具_.在后续的备章中我们将看到 ， Lebesg 

测度理论还为实攀函数的许多其它课题(例如单调函数的不可 
点， Riemajm 可七面数等等）的硏究提供了适当的框架 与基石 
本章的目的就是介绍及"中点集的 Lebesgue 测度理论， 
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§2,1点奠的 Lebesgim 舛昶度 

为了在及"上建立 Libesgue 的测度理论，我们先给出点集的 
外測度槪念.< 

I 

定义 2_1 设 及"_若 {/d 是犮 中的可数个 开矩体 

-■ # 

■ ■ 

■ 


则称为忑 尚一个 覆盖(显然这样的_盖有很且毎一个 
k 覆盖 ( h ) 确圭一个 非负广 义实値(每以是 

， i >1 

表示~的体枳).我们抹 




覆盖} 




+ ( = inf 


\ 


ffi 


为点集 £ 的 外测度① * 

显然，若£的任意的覆盖均有 


t > 1 


k 


O , 否削 m * (左） < oo. 

中的单点集的外测度为零.即 
这是因为可作一开矩体，，使得且 Ml 可任意地小 • 同理, 

^中的点集 

{ x = (fi' •” ， f(otff ， "• t ffl) : j 丰 i} 

(«-】 维起手面块）的外测度也为奪. 

例设/是於中的开矩体， r 是闭矩体，则 m *(7> ⑴. 
事实上，对任给的00， 作一 开矩体 J， 使得 JlD? 且1^丨<|/| 

+ e ， 从而有 


则 (石) 




: i 


例 


! f 1< I /1 <UUy 一 

由 p 的任意性可知是 r 的任意的 
覆盖，則因？是有界闭集，所以存在 Ufc } 的有限子覆盖 


till 


卜1 

/ 叫 t=i 


易知 


①在本定义中，对 s 所作的覆*彳心丨不伩睬于有 m 个而且可 以是可 刊个，为 
为了说明这一 a 阐，我们来4析一下 有理數 集0的 

设 Q ■ I 是 co,n 中的有理數集，任给 *> o , 作区« 


Vt ) 


卜 -^ TP 


# -1*2,— 


2, 


Jl * S t S 些区 闻的全体覆® TQ t 而这些 K 间长度的 Jft 和是 
定的，当然就认为有理点集 Cl 的 *| 度是零*但若只允许我 fl 用有 限个区 简去*釐，则 
板据 Q 在！ ：0,1]中的 H 密住，这签区间必瘐*嫠除有 限个点 外聱令区间[知10»也躭# 
说这呰区很]长度的总和起码是 b :对于 [ n 〕 中的无理点集也可得出栢同的结论，从 
昕只能谀有理盘集 o 是不 可度* 的了+ 


由于 *>!> 是任®给 
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由此又得 /)• 从而我们有 


定理2.1(及"中点集的外澍度性质） 

< i ) 非负性： tn *< F )>0. =0 f 

< ii > 单调性：若4<=尽，则 

(0 五 *)• 

证明 （ O 这可从定义直接得 

<»>这是因为足的任一个 L -技^ 都是 A 
(» i > 不妨设 


Ciii ) 次可加性^ 


对任意的 e >0 以及毎个自然 


左，存在 A 的覆盖 {/* w }, 使得 


^ cr ( J / fcj| , (五 *) +$• 

卜 i 卜1 么 


由此可知 


LJ E k a u i k9lf 2 

1 -1 i*i-i k - 1 

2, …） 是 (J £ jt 

t - i 


+ «• 


显然 


覆盖，从而有 


+ «• 


fi 的任意性可知结论成立. 

例若/是及■中的开矩体，則 

- i/|. 

推论 2. 2若^匚及"为可数点集，则 m *( E > = 0, 

由此可知有理 点集的 外测度 m *( Q «) = o , 这里我们看到了一 
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个 迅然处 处稠密徂外测度为零的可列点集*但下例说明外、测度为 
备的点集不一 定是讨 列集. 

例[0, 1] 中的 Cantor 集 C 的外测度是零 • ^ 

事实上，闶为 


C = 门心， 


其中的在构造 C 的过程中第〃步所留存下來的）是 2 "个长度 
为3^的 m 区间之幷集，所以我们有 : 

(Cy^m^F n X 2 ^Z-\ ( 




从而#知 tn * ccy ^ o m 

洋意，对于化中的莊意两个点集民与积据外 测度的 

次可加性，可以得出 


不过上式中的等号不一定成立，即使£\0心=0*也是如此（这一 
点在下一节还耍#谈及: l 但若吖孕 /a > o , mi 式中等号就成立 

T * 这称为距离外测度性质.为证此，先介绍一个引理，_ 

■ 

引理2,3设石 cA " 以及 5> o * 令 


\ ik \：{ J ! ^ E > 每个开矩体 h 的边长 < 6 * 


(£) = iaf 


(Ey = mHE) 

钲明 M 然有为证明其反向不等式也戍 
立，不妨设 《^< Z 0< a ， 由外测度的定义可知， 对于任 绐的^> 

m 

( J ， 存在£ 的“ 覆盖 {4}, 使得 






h - I 

对于每个&，我们把&分割成个开矩体 * 


+ «_ 




fc J 1 ' 


a) j 


它们互不相交且每个开矩体他现在保持毎个 
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il kt ^ 显然对每个是有 








2 

9 l(^)；k =- 1,2,* … } 是£的边板小于 d 


U 〜，列， S uu 

i ™\ i ■ 1 

易却 { a /^ p) - < 

的 L - 覆盖，且有 




1 , 2 , 






S S !A/,,f - 

丨 = 1 i ™ 1 

从而可知 mKH) < X ^ m \ E ) + eX 令 A -> 1 并注意到 e 的任 
意性，我们得到 m *{ EX 这说明 mfCp 

设是 F 中两 1 个点集.若>(£_，5 2 ) > 0,则 

( H 丄五0 


S 


/*! < rO *( fi ) + O 


I 


*( 五） 




m 


定理 


♦(匕） + m ，（ H 2 ), 、 

従明 只需证明 tn \ E ,\ JEd > m % E x ') +抓 *( EO 即可.为 
此，不妨设 go . 对'任给的0,作£,以4的1- 

覆盖 V K }, 使得 " 






rii] 




S \Ul < M ( E l U £,) + 

I 

■ . 

〆 现在将 { l k } ^ 分为如下 

■ 


E 


其中的边长都小于 


」 >V- 


两组 


， ..■ ， LJ 


• U ApK ， 

Ol 


2. 

且其中任一矩体皆不能同时含有 A 与均中之点 * 从而得 


(五山&) + 8>2 w =S +S 、 


F/v 


> m *( E 0 + 

辱由 e 之任意 性可知 m * iE x \ JES > »»*(£,) + m * iJE 0 


4 >i 




(平移不变性）设令 

B + {jr 0 } = {j ； + € £}， 


则 


(2J) 


(五 + { xj ) 


(^) 


r/J 


证明首先，对于 f 中的开矩体/易知，/ + 仍是一 

/ + {^) 1 . 其次，对 e 


个开矩体且其相应边长均相等 .I / 

的任意的覆盖 UJ ，{/* + U }} 仍是£ + U } 的 L - 覆盖 


从而由 


«*(£ + {x^}) < 2 Ih + {^}i — S i 7 * 


可知（对一切 l - 覆盖取下确界) 


(£ + {rJX «*(£>. 

反之，考虑对 E ^ x u 作向 量一々 的平移，可得原点集同理 


率 


ijj 1 ： 


又有 


■ "a ' 

% 


R n 中点集的外侧度其实是一种定义在 
淡 ( 1 T ) 上的集合函数(取广义实值），即对每一个 E <^ R \ 对应 


注上面介绍的 


于一个广义实值 m * CE \ 当然，它还具有一些性质.一般地说， 

设义 f 幂集 淨 oo 

义实值的集合函数 ，〜 — 

( W ( 0 ) 


上的一个取广 


^( E ) ^ 0 (£ ex)i 

(U) 若 E lt E 2 ^X^ t a ： S 2t 则 〆 （£,)<，(£,); 
Ciii) 若 \EJ 是 X- 子集列， 则有 


■ 

9 


(U 

1 / «- 1 


那末，我们躭称是 X 上的一个外歡度^ 

若是一个距离空间，且其上外测度还满足 

当时，那末，称是 X 上的一个距离外测度(利 
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用距离外测度性质可以证明开集的可测性 X 


5 2^2可测集.测度 

■ 

上一节指出 ， 及"中点集的 Lebesgue 外测度具有次可 加性. 

事实上，可以举例说明及"中存在互不相交的集合列 E lt E tt ^ f 

■ 

£*，■•_， 使得 






(例如用后文中的不可测集来构造），即不满足可数可加性.这 

■ ■ 

样，寒合函数还不是 敦们所 希望的 /T 上 点集的测度.那末， 
瘙否存 在其他集合由数可以满足要求呢？（注意，这里初需保持 
本章爺言中所叙述的 条件〉 结论是否定的.这就是说，在我们所 
指的意义下，实际上不可能给出一种在 IT 的一切子集上都有定 
义的测度*也就是说，某些点集不存在测度或说是不可测的，于 
最，我们的任务就是要在 Lebesgue 外测度的基础上，在及 * 中诱 

导出一个可測集合类，在其上是一种所期望的準度（实跋证 
明，这科多数梅应用课蹕来说已是足够的了乂因此，直接引用 

可加性^件来定义可测 集是不 难理解 的了. 

I 

首先，我们繪到中的任一矩体 f 应当属于这一可测集合 

类*因此，若点集 EC ： R H 也属于可拥集合类，则裉据可加性应 
有（见图 2.1) 


«•(/) 


•(/n£) + »*(/n 护 ) 


NVJ 


这一等式本可作为£ 
是可测集的定义，不过, 
由于我们实际上还可由此 
证 明：对 IT 中的任一点 
檠 7 V 有 



(r) - 

从而下衙当定义 s 为可测集时，将不采用矩体(这是开”中特有的 

点集）作“试验集' 而代之以一般点集，这样做可使我们的定 
义推广于抽象测度. 


P ■ ■ ■ 

■JVJ 


走夂 2.2 设 £ c / r . 若对任意的点集 Td 有 

馆 * CO 


(m £) 十仿 *(rn£ f ) ③, 

则称 E 为 Leb ^ gue 可测集〔或 m *- 可测集），简称为可测集，其 


(厶2> 


中 T 称沟试验集（这一定义可测集的等式也称为 Carath ^ odory 条 

件）；可测集的全体称为可测集类，简记为 

. 宥了可测集的定义，我打下面就要苯探讨可测集韵性瑀与 
每 I ,典这之 rt ， 注意到下溧簡单事实是宥用的.即 1 对于中任 

二点集为了 ft 明它是一个可测集，我们 R 需对任一点集 TC ： 


证明 


L 历 *(r) >m*(rn£) + 招 *(7^ 妒） ^ (2.3) 

郎可 • 这是因为 m *( T ) < m^(T 0 B ) + C \ BO 总是成立 


的 * 由此又可知需对 oo 的 T 来论诳 <2.3〕式: 即可： 

^ CT ) - 00时 （2.3) 式总成 立. 

r « 若「一 （ e) — 0 , m e ^ 事实上，此时我的有 tr 


、 ® 事实上，对任给的 e> 0 , 存在 r 的 L -® 盏使榑 

■ ■ 

1 "|«)十 e . 


从而有 




((IJ n£) + «*((U U)n^) 




二 1>.<7心）+ « v t nf c >3 


^oo ™ 2 

i ?Ti h ] 

+ ^ crn ^ O - 

© 当年，对石 (=[>，*] 引进了内撕度的 概杳： *«•(£) -- O — 
两弁以条件 = 热 〆 E ) 来定义可测集.这相当于 （2 V 3) 式中歎 




tr ) 


令 ff - vO ? 


㈣ 


m *( Tr\Ey + m * CTnE ^^： m*(Ey + m *( T ^= m *( T ^ 

外测度为零的点集称为零测集，显然，中由单个点组成 
的点集是零测集_从而根据外测度的次可加性知道及*中的有理 

点集 0" 是零测集.零测集中的任一子集是零测集，由此再注意 
到 Cantor 集是零测集这一事实，不难推断义的基数大于或等于 

2 妗 ，但 i 的基数又不会超过2 W ,于是^的基数实际上是 

上一节曾经提到两个集合即使不相交，其外测度也不-定是 
可加的 * 现在可测集的定义暗示我们， 

离开来， 其外测度就有<加性 t 若 5^7,则 


闻个崖奋 rfl — 个耵涮鬼分 

■■ … ■ ~ r ^_ _ ― ■一 ■ 


有 


( 丑 I U 五 2) ] m* ( 五 D + m*(E 2 y m 

事实上，此时取试骏集7^ KU 圮，从汶是可测集的定义得 

爪 us> ij£ a )n^) 

■ 

< E 0+ m *( E ± y t 

由此还可知， 当心与 巧是互不相耷的可测集时，对任一集合: r 有 

m ^ Tn (£ 1 u ^>> = ^ c 7 i n ^ i ) J + m *( Tn £ 2 ), 


* 




+ 


to 


定理 2.6( 可测集的性质） 

⑴ 0 e ^ r $ 

( ii ) 若五€/， 

( iii ) 若心€，, E 2 £^r t 则五五 i 以及丑八民皆 

属于乂 f c 由此鈿，可测集任何有琅次取交，幷运算后所得的集 
皆为可测集 •） 

< iv > 若 £ 0^‘ = 1;2，_“），则其幷集也属于 uT , 若进一歩 


E ij = 

i - I 

即在 Y 上满足可数可加性 < 或称为可 加性 ) 


()9 


证明 （0 显然成立* 

( ii ) 注意到 = A 从定义可立即得出结论. 

( iii ) 对于任一集 rcH "， 根据集合分解(参阅图 2.2) 与外侧 

度的次可加性，我们有 

= m^crnCH, U £ 2 )) + m*(CT n E \ } 

(T^n_H t ) n £g) +ffl* Q^> 

aTf ] E \ )0 Et ) \ ) 门玛). 

I 

1 少 / 




+ 


Ez 




Tflfi/lEf 
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r 




r ^\ 


又由 IK , A 的可测性知，上式右端就是 ^ 


【"I 


这说明 


(^ nC^i U A )> + »* (了门（巧 U ^) c ) 


cry 


* 




也就是说仏1)4是可测集， 

为证尽门&是可测集，只需注意尽 n ^ = c £$ u es 广即可 


又由 


它八五 * * ^1 n ^2 


可知，是可测集* 

( iv ) 首先，设仏，心…■皆互不相交，幷令 
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= U ^ = n 


S = U £, 

r - 1 

由 （ iii > 知毎个 A 都是可测集.从而对任一集 7 1 我们有 

(Tf)S^ + mHTr\^D 


S 


a ) 


* 






^*( y < w >) 


( Tf\siy 


+ 


ii\ 


= 2 m +( r n ^> 

I ^ \ 


CTflS ：)^ 




+ 


由于 rnhiDrnP 可知， 


< n >2 m + < T n ^ i > + 


令故^ ►», 就有 


- ■ 1 

^{T^m^iTn^+m^iTC\S^ ¥ 


由此可得 


这说明 

此外，在公式 


i - X 

中以 rns 替換 t , 则又可得 


( Tf ] S ^ 


* 


+ 


'if 


c ^ n 5)>2 m + < r n E ^ 

i-i 

但反向不等式总是成立的 * 因而实际上有 


/I 


」 m * crn ^> = 2； m ^ r n £ i ). 

/ - 1 

在这里再取 r 为全空间 J ?"， 就可证明可数可加性质 

( U ^) = S ^ c ^. 


(《） - 


p ■ 

!"! 


其次，对于一股的町测集列{&}，我 n 令 


5 i = 

则 { Ac } 是互不相交的可测集列，而由 






k >2. 


UA = U 

i I k - 1 


s 


可知 ， IJ a 是可测集 


从定理的结论 （ i )，（ ii ) 以及 O ) 可钿， 


中可测集类构成一 

代数，对于可测集£，共外测度称为侧度，记为 m (£), 这 


就是通常所说的*"上的 Lebesgue 测度， 

注一般说来，设 x 是非空集合，^是 x 中的一些子集构成 
的 o ■-代数.苦 A * 是定义在 i 上的一个集合函数，且满足 

Ci ) 

( ii ) - Oj 

■ 

(iiO P 在 〆 上是可数可加的， 

■ 

■ 

則称^是/上的测度， i 中的元素称为00可测集，序组 ( y ， Y , 

■ 

/0称为测度空间.本节所建立的就兒 

定理 2.7 若有递增可测集合列 tcAc ： … c ：^ …，则 


mi \imE 


= lim m ( E k ) 


C2.4) 

证明若存在 U 使+«,则定理6然成立*现 


在假定对一切&，右、（&)<«%山假设五免€10： = 1,2，》.), 

与 E k - Efc - i 是互不相交 


由测度的可加牲知 


因为 m (£ A ^) 是有限的，所以移项得 

(£ fc — E k _ y ) = m ^ E ^) — m 


iii 


令％ 可得 


UmE k = U H fc = ( B k - 

" Jt ■ 1 1 



再应用测度的可数可加性，我们有 






V 


=li 


饥 （ E k ) 


推轮 2 •纟 若有递戚可测集合列 H 1 =) H 2 3 …〕 Efc 二 j …且 

(£,)0^ 则 


([^) 




(2 5〉 


证明 昆然， 是可测集且 limm (£ ft ) 是有定义的，因为 

k 冷。 ^由的 

^i\^k ^ ^ i\^ * +i f 


t = 2”％ … t 

所以 { EAEjJ 是递增集合列.于是由上述定理可知 




由于 mCAXoo ， 故上式可写为 

_ 

■ 

消去 m ( E 山 我们有 


im E 


( E ^ - hmm (^ E k y 


iii 


(， 3 ) = $ 


C ^ te ) 


m 


iiM/l 


若有可 婢集列 （£ fc } 且有 

■ 

■rc 

2 m ( £ *>< 

t-i 


则 m ( Um E k ) 


证明 


7 












lim £ fc ) = limm ( E ) 




* 


2.3 可测集与 Bore 【集 


在上一节的前言中，曾经提到 i * ft 中的开集应为可测集 * 本 
节将证明这 一点. 从而立即可知凡 Borel 集都是可测集 • 本节还 
将讨论一般可测集与 Hotel 集的关系，这一关系揭示出可测集的 
某种结构，有助于进一步了解可测集的性质. 

定理 2. 9 


中的开矩体 


f = (\ A) x (a 2 A) x … x < 〜九 ) 


是可测集 


证明取正数列 \>5 Z >__.>5*> …， 且作含于 

k 

J 內的矩体（见图 2.3) 


= ( a i + - ^*) X C a t + Jfc ， 办 * 一及 fc ) X 

X ( a ft + S kf b u ^ 

现在，对于任意的由于 

diTf]I k ,Tf]I^5 k >0 t 


k 




故根据定理 2. 4，可知 


= m ^ rn / fc ) + n * crni f )* 


令就得到 


(T)>m^(rn/) + ^*<rnT c ), 

在上面的不等式中，我们用了等式， 

( Tni k y -^ ar \ n . 




H 


这是因为若记=1，2, …， n }, 则我们可用 2 n 个其 
外测度为 


74 



< 5 k C »? + 25 fc )"- 1 

的闭矩体将点集 < rru >\( Tn 心〉 覆盖起 来* 从而有 

0<m*(Tn/>-m^rn/ fc ) 

^2n - 5j(<i7 + fe-^co # 

从开矩体的可澜性立即知道半开闭矩体，闭矩体也是可测 
集，且其测度就是它们的体积.从商开臬、 珀集等 軛是可觴集， 
又因为可测集合类 J 是代数，所以一切 Borel 集皆为可測集， 

定理 2. 10若五€/，則对任给的 O >0, 我们有 
⑴#在包含五的开集 G , 使得 m < G \ E)< et 
< ii ) 存在含于五的闭彙 F ， 故得 m (£\^>< e _ 

证明 O 首先考虑(幻<的的情形.由定义知，存在 S 的 

■ 

HS 盖 { hh 使得2丨心丨<饥（幻令 , 

1-1 

■it: 

G = U ,*， 


L 


則 G 是包含五的开集且 m ((?)< m (£)+〜 因为 m (£)< c ^ 所以 







移项 a 再合幷得 m ( G \ E ) <x 

其次讨论是 + «> 的情形，令 


E = ^ £、 ， [ 1 1 2, *" • 

JT ^ 1 

闲为 mCE 0< oo ^ = U ， …），所以对任给的 e >0， 存在包含五 

的开集 使得爪（(^\£*><"2\现在作点集 


Ek = E f] S(0 ， f() t 


^[ Jo k 

t > 篁 


G = 


则 G3E 且为开集.我们有 


G \ EC：|J ( G k \ E k )， 


从而得 


< C \£)<2 

k - 1 fc - 


no 考虑由 （ i ) 可知，对任给 《> o ， 存在包含的开集 
G ， 使得 mCG \ Eo < e •现在令 F = G % 显然 F 是闭集且 Fcz £, 

因为£\尸= 0 \£%所以得 




1定理2,11若五€1，贝！！ 

( i ) E =5? H \ Z lf H 是 G 在集， tn ^ Z ^ = 0| 

■ 

( ii > e ^ k \ jz ^ 尺是尸，集，1(2： 2 )这0. 二 

■ 

证明 （ i > 对于毎个自然数 t ， 由上述定理？ ：( i > 可:、知，存在 
包含五的开集使得 m ( GA 五） < l / t . 现在作点集 


// =门 CJjt ， 

jt-i 

则《为<^集且 £ cz //. 因为对一切々，都有 

(H\E) CG t \E~) <+, 

所以町 （ W \ E )=0, 若令则得£ = 

( iO 对于每个自然数由上述定理之 < U > 可知，存在金于 


I/J 
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S 的闭集 尸*， 使得 m (五现在作点集 

■ ■■ - DO ■ ■ 

k = U f ^ 


則 JC 是集且腐为对一切 4 ，都有 


m iE\K) <m < y ， 

所以 pC £\ A )=0， 苕令 Eyc = z *，. 則得£：=及 14 ~ : 

G, 集，厂 燊皆为 Borel 集，从而上述走理说明可 

: ■■ ■ . 1 

测集与 B 0 rel 集的简明关系_ 牝畔如 果仅从测度的角度来宭，那末 
上述定理指出： 存茬 4含五的化,；)集 H , 讲由“叫:巧)，奄在食 

于五的 （F。） 集凡， m(/f)=m(£K 我们称如此的 H 与冗为£的等 

■ 

测包与等测核.等测包对于一般点集 ife 外齙度也是成立的 • 这 

■ ■ 

从上述定理的证明中已经暗示出来了 • ..__ ■『 

若 £cmi 存在声 含左 的 C A ,y" •傻得 m(H> = 
<此时我 们也蜣 H 为 fi 的等耐包 . > 

证明对于毎个自然数4： * 存在包含它的开集班得 

- ; ■■ 

CG k ^ m * CE } + jr m 


定理 2*12 


31 


现在作点集 


「| G * 

k - ] 


则 H 是 G d 集且//〕£•因为 




lit * 


Y ，、 


所以 m ( H )= m '£)_ 

注意，若 iJ 是 五的等测 包 且 蝌有！ 

(. H ) (£> = 0* 

但 町'(//\6> 不 ：定 等 中的 ® —可 W 子 

—' ! ■ ■ ■■" 认- 一 ‘ ■ ■ ■— l 1 

集昏为零测集 . ： — 

推论2 J 3 若有 * n 中的集合列 AC =£ 3 C "，^ S > 朔： 
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tim £ 


( 五 *) 


i 






it 明由于对一切史有 


( li‘m A ) 


申 


故得 


(lim E k V 

\Jt / 




m 


h 


■« 


为证上式的反向不等式也成立，可对铒个作等餚包 


A 集〕， 


且 wC ^ t ) 


⑹_ 




擇在作点集 


这 k 二 (^*1" " ^ 

则 { SjJ 是递增可测集列/ ^而有 

■ 

■ 、- ■ ■ ■ 

’ 一 ， 一一 h littirtt ( 容（〉 5= 






(limSA 

t / 


iBE k < zS k CzH k> 故得 


C^jtXm(5 fc Xm<W fc > 

随之也就有 


CE t > 




m 


li 


(E fc > =Hm miS k ) 


Lim 


ml 




根据 HmAiDlimfib 可知 

Jt -#™ 11 k -■*-« 


㈣ 


li 




定理 2 . i 4 若£€/，则（丑 +> 0 }) g 彳乱 

阳（五 + { h }) = m (£). 


证明由定達 2,11 可知 


E^H\Z, 

其中/^门％，每个〜都是开集， wfZ )- o . 因为0*+{〜}是 


开集；所以 
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门 （Gfc + 

■ - 1 

是可测集，根据外测度的平移平变性，可知点集 Z +{ h ) 是零测 

，子是从等式 / 


m 




£ + {〜} = (H + {x 0 > )\(Z -h {jcJ) 


40 尸 


+ {^}> \ C 2^{ r 0 » 


立即可知 £ + 再用外拥度的平移不变性得到 

<E+ {^}) = m(£> p ， 

洼一腔地说，若在代数上定义了瀏度且对紧 

k ■ . ^ 

集 K 有则称/!为 Borcl 测度（显然，上的 
测度是一种 Borel 测 度〉. 

可以证明，若是圯上的平移不变的 Borel 

常数\使得对中每一个 Borel 集合均有 

"(B) = AmCB), 

这栽是说，除了一个常数倍因子外， Lebesgiw 测度是上芊移 
不变的唯一的 Borel 测度， 


!fj 


-則存在 


OL 5 


§2.4 不可 




现在来介绍不可测集，它的构造是建立在选择公理的基础 
上的.当然，实眛上遇到不可*集的机会板少，因而通常瘙用电来 
构遺备种皮例（例如利用不可請集去作出 L « b « sg « e 可括集而非 

Borel 集的例子琮等),以便使我们能加深对测度理论的理解. 

■ 

引理 2.15 设五是及*中的可测集且 m ( fi )>0, 0<乂<1, 

則存在矩体使得 


对于 0< e <( 又叫 一 l ) nt ( 石），作 K 


证明不妨设 《(£)< 

1-覆盖{心>,使得 


2][ / Jt f < m <£) 

卜 i 

从而存在 I ，使得糾/^|<饥（/如门0,事实上， 若对一切 f ( 


有 


Af / fc f > rii (/ fe n ^) 


则可得 


(Ey^^mO k r\B^^l^\r k \ 


\fi\ 




这雜导致 m (幻(幻，产生矛盾. 

■ ■ 

1 G 设£是心中的耐测集且叫 五 )>0.作（向 釐差) 


m 


点集 


E-E^{x ^ B } 9 

■ ， ■ h 琴 畈丨 I -U ■ ■■ _*~ - 

_ 存在6>0,使 得 

^_■ u - ■ ■ V - iV - V ^ 

钲明取 a 满足 l -2-< tt +1> < A < 】 ， 肉引理 2 . 15 可知，存在 

矩体“使得 


Af /|< mr / n £) 

现在记/的最短边长为5,幷作丹矩体 


5 


/ = {丈 = (f b SV» f fn)：iffl <— 0 = ] , 2, “、 ”）} 


2 


从而只餺证明 / c 万 即可.也就是只耍证明对每个八点集 
e ru 必 与点集 <^n /> + {* d > 相交 （此时 有灰， 

%>•因为 v 是以原点为中心、边长为5的开矩体，所以 
t 的平移矩体/ + {%}仍含有 J 的中心《从而知 

m (/ n ( J +{ i 0 }))>2— n | J |. 


/使得 


- z 


9 






由此可得 


o ua + M>^\n +m</ + {^> > 一 m a n" + > 

<2|/| -2^|/| # 




但由于五 n j 与 (五 ru) + 有着相同的测度幷且都大于 x \ f \f 

同时又都含于 /uG+hJ) 之中，故它们必定相交，否则其幷集 
测度要大于 2A|J|, 从而引起矛盾 # 

现在来构造* " 中不可测集的例子， 

例(不可 測集〉 设0«为/^中有理点集.对于 j ?” 中的，点 x 
与若则记为 r 〜夕.根据这一等价关系 
将中一切点分类，凡有等价类系者均属一类（例如本身即 
为共中一类)，现在根据选择公理①，在毎一 
取一元构成兹记为及 v 则 w 为不可测事实上， 若 w 为 
可测秦厂_#二5情形是爪(咿>>0_从而根据上面的引理，可 
知点集灰含有一球5(0,5；)，因此存在 

x^iW -W')C[Q 1t 9 丈古 0 _ 


即 


这就是说存在阶中点 y 与 
矛盾.于是只有第二种情形发生 s ^(^>-0. 但此时若作可列 
个平移集 


9 - £ f y ♦货 • 这与集阶的构成 


X = 


芯， 


W + { r^} f {r 


⑴ 


<2) 


(*> 


>= 0 % 






■，* 


显然有 


^ n = U (VK + { r ^>>) + 

— t 

由于 m<Wi = 0， 可知 m(^+{ r (t) }>=0， 随之得出及 11 是零测 

集.这一矛盾说明第二种情形也不能发生.于是妒不是 L e b esgue 
可测集， 


注意，实际上任一个饥*( 五 ) >0的点集 E 中均盒有不可测 

■ ■ ■ ■ ■ m ■■■ _ ■_■ ■■■ ■ I *■ ■「 ■ ■■■ ■ 


集 


§2.5* 连续变換与可测* 

对于中的平移变換 F ， 如果五€义，那末我们已经知道 


①见本孝末 尾附注 > 





TiEye ^ r . 本节将进一歩讨论其它变換的情形. 

R n . 若对任一开集 

了 - ， ( 0 ，即 {xeR n ： T< ： xy^G} 

是一个开集，则称 r 是从到的连续变換 . 

定理 2.17 变換 T 

是：对任一点以及 C >0, 存在 S > G ， 使得当 
时，有 


定义 2. 3设有变 換？ 1 




是连续变換的充分且必要条件 


iroo - r ( jof<x 

证明 必要性 * 对任一点:犮 14 以及《>0，则 * 属于开 


r 叫 （ BCTOO ，仇 


从而存在 5 >0，使得 


达说明当时，有 yer - K 丑 ( r ( jc ), e ))， 即 

I 『00 -『 Of ) 丨 < e _ 

充分性，设 c 是中任一开集且 r —〔 g > 不是空集，剌对任 
一点 x ^ T ^ CG ), 有 T ( x ) eG , 因此存在 e >0, 使得 
BCTOO ，《) CG . 根据充分性的假定，对此 e >0， 存在5>0，使 
得当时，有 

imrcoi<e 

这就是说 S 0^) C 7^( G ) •即 T - KG 〉 是开集 • 

J « m 是线性变換，则7 1 是连续变換 


TO )^^( T ( x ) f s )£ X ^ 


例若 F 

事实上，令心0=1，2,»_,力是及"中的一组基，则对中 
任意的 t =<^2,“. Jnh 有 


x = ^ e l - h ^ +^ n e 

再令 T ( e |) = = 1,2,…， n )， 又有 


T(xXx 


+ ^ n x 


记 M : (习 ㈨ p ) 


可得 
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^ I H I 夺 i ^ a} 


二 M 


由此可知 


j 7"0> - T ' Cx ) 

这说明 F 是连续变換. 

定理 2.13 设 7 1 : 1 

1广（幻是"中的紧集. 

证明对于 t '( k ) 的任一开族 { hj ， ^ cf = y -><^>, 

则是 K 的开覆盖族.根据有限子覆盖定理可 
存在 G fjt ， 使得 






是连续变換，若 K 是 11 中的紧集， 


i £- 


尺 cU 氕 


从而得 


j- 1 r- l 


这说明 T < [ ) 是心中的紧集 

推论 2,1 设 
7 X 幻是 F ,. 

推论 2. 20设 T 1 : 


是连续变換.若 E 是厂 集， 


是连续变換*若对 w 中的任一零 

nm Z f 必为零测集，則对 中的任一可测集石， TXE) 必 

为可测集*事实上，根据定理2,11，其中 /C 是 




n 


F 


， Z 是零测集，因为 


T (£) = r ( jr > ur ( Z ), 

而 TOO 是 F ff ，为零测集，所以是可测集 


上面着重讨论了保挣点集可测性的变換 t 对子线性变捵我们 

还有下述结论， 

定理 2. 21 若 T 


是非奇异线性变換， EcR \ ij 


43 



































^ + (7" (£>) = j det T 




<2.8> 


钲明 * 记 


^ ^ = (t ，…， “）： 0<^<2 ~s • 

显然， ，o 是 2，* 个 f 的平移集 / 十{心}(; = 1，… ，2"0 的幷集， 
7V。） 是2〃 个 


TO + { xj } y f 
的幷集，<诃且有（注意是连续变換) 

4 m(T(I + {x # })> =m(r (/))， 

现在假定(2|8>式对于/ & 成立> 

CT (/ 0 )> = (detr !, 


1，，"，2 


7 = 


(、9) 


IJ 


则 


detT | = 2 a * • m (7 (/)) 


因为 m<7) = 2—S 所以得到 

m ( TC /» = 2 

这说明 （2.3) 式对毎个/以及/的平移集都成立，从而可知 (2.8) 
式对可数个互不相交的任意二进方体的幷集是成立的，也就说明 
对任一幵集 Gc ： i ^( 2 . 8 ) 式均成立.于是应用等獼包的推理方 
法立即可知，对一股点集 <2. 8> 式成立， < 

现在证明 （2.9) 式成立，火家知道 T 至多可以表为如下九 

个初等变換的乘积： 

⑴坐标…，“之间的交換 | 

( ii > 6—时„ =2,…，”）, 


det T 


[det T f - mC /> 




( iii ) …， n )_ 


在⑴的情形，显然有 | detr 卜1， T ( f 0 ) = f 0 . 从而可知 
(2.9> 式成立. 

在 (H) 的情形，了矩阵可由恒等矩阵在第一行乘 P 而得到， 


①丨 detf | 表示矩阵 r 的行列式的绝对值 
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此时有 


=» ( 吞 ”… ， 穸 „):0 < I C 1(/ — 2,3 - …，;I) 
0 < ^ < ^(/f > 0) t /? C ^ < 0(^ < 0)}. 


从而可知 fnCT(l,)) - |^U (L9) 式成立 • 


在（出）的情形，此时 det 1，而且有 

r(M ={太=(茬 


5.):0 <1(| ^ 1),0 < 1,-5, <1} 


普辱丨 


I» 


记 


』 一 {JT — Cil ， … W 。）:。 < l }, e x — (1,0, 

B - T ( J ,)\ A ^ 


0)， 


我们有 


(匕 •-. 'D e V 备1 < hi ， 


A 


—q - {r 一（匕 


因此得到 


饥⑽。》 


(^) H - m ( fi ) m ( 

s ■ 1 

(J fl ) — 1 1 — det T, 




T/Ji 


这说明 C 2,9> u 成立， 

最后不坊设 r - t 4 . r a . 这里的 _ 个乃均是 

( i )-( Hi ) 情形之 一 ，从而由归纳法可知 

K ( r (£)>» mCr / TX ， . ，（ r # ( E )). ， .））） 

.一 I det TJ fdet T ,| 

- |det T j «**(£). 

在 idetri - o 时， r 将 ir 变为一个低缠线性子空 
向，显然其映像集是零测集,我们# r, 


S 3 


(T(E)) — Idet T [ * m(£) 

■ 
r 

拍论 222 设： T:iT 


EcR 




t 


是非奇异线性变换.若 E 6/， 
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则 r (£) e ^ 且有 


( T ( JJ )) — jdet T I ^ m (£) 


Tr 




(—) 选择公理简介，在某些命题的证明中，我们经常需要 
在一些集合中选取元素.那末此种作法是否行得通呢？这 要拷及 
到选择公理，我们在这里给予简单的说明，选择公 理说： “若 r 是 

由互不相交的一些非空集合所构成的集合族，则存在集合 X ,它 

■ ■ 

■ 

由上述每一个集合中恰取一元所 构成， 这一选槔公理指出，存 
在一个并没有明确指定其元素是什么的集合.这一公理与其他 

( Z . F . S ) 公理是相容且独立的. 

这里来举一个通俗的例子，以便使我们对此公理获得一些感 
性认识.假定有无限双鞋，我们要众每一双桂中选出一只左脚穿 
的鞋，并将其总体构成一个集合，那末这个集合是存在的.但若 

将鞋换成袜子，情况就不同了.因为抹子不分左右，所以就有多 

■ 

种选择，致使要承认这种成员不确定的集合存在就要引用选择公 


理 


选择公理还有其他各种形式的等价命题，它们在许多数学分 
支中均有着应用.例如建立实数的 Hamel 基，实变函致论中非 

Lebesgue 可测集的存在，泛函分析中的 Hahn^Banach 扩张定理， 

拓扑学中乘积招扑空间紧性的 Tychonoff 定理等等. 

s ■ ■ 

(二） 1 在从 1 与 S 3 , 2 中，我们指出 


中的 Borel 集是可测 

的，且任一可测集是一个 Borel 集与一个零测集的并集.那末， 
是否确有不是 Borel 集的可测集呢？回答是肯定的，现在我们以 


n 


R 1 为例来说明不是 Borel 集的零测集是存在的.为此，先介绍 
一个一般的引理. 


引理设 / ov 是定义在 ecit 上的实值函数， r 是 ir 中 
— 些子集构成的代数且£ € r, 若令 ! 
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r }， 


^ 代数. 

证明 （〗） 因为 r 1 ^ 1 ) 

( u ) 若 we 则由 t ~ K^O - E \ rKA '), 可知 f-<AO 
r * 从而得 i 

( iuy 若 {<} 是 ^ 中一集合列（即 / U t ) er ), 则由 


^ r , 所以 


U 广 1 ⑷ 


A 


l (u ^) €r - 

、*-1 y 


从而得 \J A k €^ 


可知，疒 


上述三条性质说明 i 是一个 tr - 代数 


推论设 zoo 是&上的连续函数.若 j 是 bo « i 集，贝 y 
—(j ：) 也是 Borel 集 . 


令「是炉中的 Borel 代数， G 是及 1 中的开集, 
根据/的连续性， r i ( c ) 也是开集.因此若令 


「d 


^ = u ： 广⑼⑺， 

则 /^( g ) € r f 从而 gh ， 上述引理指出是一个^代数， 
由此知一切 Borel 集皆属于这说明若 J 是 Borel 集，贝 TJ 
广 ( J )€ r ， 即广 KJ ) 是 Bord 集. 

_例(非 Borel 集的用测集） 考虑圯中的 [0,1] 区间，少00 
是[0，1]上的 Cantor 函数.作函数 


妒 W 一 士 O + 少00)** e [0,1] 


显然， F 是[0，1]上的严格上升的连续函数，且逆(0)—0, 
史 （1) — 1. 记其反函数为广 1 ，它是连续(乱一一 * 对应)的函数. 

现在取巧， 1] 中的 Cantor 集 C , 并令在构造过程中每步移 
去的中央三分开区间为_ 1,2, - * ™ 1，2， 


) ，其 


# — 1 


* # 4 
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长度为则 nuo 是长度为 iu/2 的开区间.（注惠 
</>oo 在上是常数)从而点集 


(U U 1 2 ^) 

v »-l Jt»I f 


ya 


的测度为 1/2, 若令 r(C) - H f 可知 mCM ) - 1/2. 

■ 

令 w 是 h 中的不可测集，并记- s . 则因 sec ， 所 
以 S 是可测集 ，但 S 不是 Borel 集，否则根据上述推论 ，妒也是 
Borel 集从而为可测集了. 

(三）关于不可测集.在承认选择公理的基础上，我们引用 

X (0,1)) -丨，可数可加性 


三条 性质： m((o,i) x (o ， i) x 

以及平移不变性构造了及”中不可测集的例子.为了避免出现不可 


测集，只奸放弃可数可加这一性质（因为其他两条皆合常规）.其一 
是改为次可加性质，例如外测度，但这使得结果无多大甩处；其 

二是改为有限可加性 * 二十年代 Banach 用 泛函延拓定理 论述了 

的情形，但这使得在其上所建立的积分不再具有箸名的若千 
关于积分与极限交换次序的结果了. 

1970年 R. Solovay 在一篇文章 （Aim. of Math.) 中指出: 

R 1 中不可测集的存在蕴涵了选择公理. 


习 


1. 设 /Ci ?” 且试证明对任韋的 B CR ；, 有 

2. ( i ) 设，丑 C / T ， 且(丑） < oo, 试 证明： 

(ii〕 设 A f B 与 C 是 /T 中的点集，且有 

(BAC) - 0 # 


■JJ 1 ! 


(^A5) 




试 证明： m*(^AC )-0. 

i 怍中点集 ： 


( hd 与 n 之一是有理数 h 


£ 


试求 . 

4.设 EcR 1 且 m *( E ) > 0,0 < tf < m *( E) f 试证明存在 
£ 的子集使得 fn % A ) - 

1设忒， A 2 a ： R \ A ^ A 2t A , 是可测集且有 miA ,') - 

(為） < oo , 试证明忒是可测集. 

■ 

6■设 A 9 BCZR \ A ^^ 9 ^ 00,试证明 

- m *( A ) + m*(S) — fn \ AC \ B \ 

■ 

7-试问是否存在闭集 F ， FC [ a ， H 且而 

#w(F) b 一 a? 

■■ 

&试在及 1 中作一个由某些无理数构成的闭集使得 


ij/! 


w(F) 0. 

9 . 试证明 hc / t 是可测集的充分必要条 件是： 对于任意的 
e > 0,存在开集 <；,与<；,: G 3£ 且 G a Z >£% 便得 

mCGiflGz) < e* 

10•设£ € ^且 m ( E ) > 0,试证明存在 x € E , 便得对于 
任意的 有 w (£ nS 0 r , S )) >0. 

11. 设伙, } 是&中的全体有理数，令 


) 


G 


n 2 


试证明对 / Z 1 中任一闭集 F 有 m ( GAF )>0 

12-设 EclR ” 且 m *(£) < 

( E ) — sup { miF^iF 是 jE 中的有界闭集}， 


若 


//： 


试证明£是可测集. 

13. 设及 1 且试证明存在无内点的有界 
闭集 F ： P ^ e \ 使得 m ( F ) 

14. 设 J - [0,1] X [0， lj ， 令 

■ 

{ “ ， y) 


O* 


y ) 是无理数} 


E 


6 / i | sin x \ <C ——， cos (: r + 


2 
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试求 m (£). (答， V 6) 

15. 设 {£ fc } 是及"中的可测集合列，试证明 

( i ) | ^ 


( U E k ) 


Cii > 若存在心，使得 


<00,「 


(lim >lim m <£ k > 

h —■〜 k — 的 

16. 设 ( fijJ 是 [0， J ] 中的可测集列， mCE te ) = l < fc - l , 


fi 




试证明 


，五 jt 是[0，1]中的可测集，迁有 t . 

u fc Uu 


设 


17, 


U 


JnrpC 


试证明 


( A )< oo . 令 Bfc - 


18 -设 {&} 是中递减可测集列， 

= f ) E k9 试证明 

fc - i 

C £ fc ) = nt * C £). 




Af ] B k (fc = l ，2，”*)， E 


lx 


设五 Cf 且存在 h 0<0<1，使得对于任意的区间 

Oi 乂 总有开区间列 Ud ， 使得 


n ⑷ b)c={j/ kt 

Jt ■ 1 Jt_i - 


试证明 《(£) = 


CA 二心 ■■■ 




设£〔[〜&]是可测集， / jtCOJ ] ( fc =" lj ， k > 是开区 


20 


间列，满足 
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ma k r\Ey>^-\I k \ 3 (fc=l ， 2 , …） 


试证明 




(( U/.)n ^)> T -( U /0 


21*. 设{6„}是[0, 1] 中互不相同的可_集合列，且存在*>0, 
(£ n )>e ( n = l ,2,-0, 试问是否存在子列{£%},使得 

B nt )> 0 . 又若 { m (五 tt )} 中有收敛于1的子列，试问上述 
结论是杏成立？ 

22,设{五 11 }是[0,1：]中的可测集列，且满足 
试证明 对^ <«<1，必存在{右％},使得 


li 


(n 




k 


^3. 设 H 二^旦 if 是可测集，者中任一可測 

子集皆为零测集，试呼汉是五巧等測包吗？# . 

-24, IS £ C 及' 试证明存诠型 集丑且 $得对于 
任意一可 Sf 集 AC=A% 有 #n*(£fl々 = mC//f[A). d 

^ 25. 设 A ， BC «% AUB 、 euTgLm 〈 AUB ><<».* 

s 

m ( AljB ) = 


< B ), 


试证明皆为可测集. 』 

-26. 设有 /, 1>，幻— # •若对于中'任一 可涮橥 £， 

/(£) 必为中的可树集，，试 诋明* 对于[>彳〕中年一零测集 Z , 

必有 rn (/( Z )) 

- 27 . 设 : n 




且保持点集的度不变， 


是 一一 映射， 

试证明 对于五 6 uT , 有 


28,试证明在 [0.1] 中不存在具有下述性质的可激集$ 



对子任意的 (a，Od[o，i]， 有 


(S^n(a， 方 ）） = n _ 


^ 

*29. 设五是中的可测集，於且 #>()• 若对满足 


的 a + x 与 a - X之中必有一点属于五，试证明 

C £) > 8 , 

30' 设定义在 W 上的函数 /( x ) 满足 

/( 工十 j ) = foo +/( y ), x 9 pe R 1 ， 

而且/(幻在一个正测集 EczJt 1 上是有界的，试证明 /0 O 是线性 


ii 


函数 


• 31 .设 EC[0,1] 是可籣集且有 

m(£)>e>0，A e[0 ， U，i = 1,2 ? 

其中 n>2A， 试证明 ir 中存在两个点其距离等于 {A, 

某两个点之间的距离 

• 32. 设 EC * 1 丑 m (£)>0, 试证明存在使得 

! X l ~ X 2 I是有理数* 

妨.设 / CO 是定爻在力 1 上的连续可微函数，.并且广(*>> 

0,试证明当五[圯是可测集时， r i (五)是可謝集 

34. 试作 [0 i，l] 中可_集五，使得对 [0,1] 任一子区间厂，有 

mcEnn > o , 町（五 n / c )> o * 


，筇， 


■ • • 


尤*}中 






35. 设在 [0,1] 中作点集， 

五=仁:在^的十进位制小数表示中只出现九个数码 
试问五的测度与基数是多少？ 

36' 设 a >2, 怍〜中点集 | 


n 




五=仁:存在无限个分数 pA ， p 与4是互 索的自 然数， 

使得 b-pAH<l/<7 n }， 




试证明 

,37,设£乙 及 1 且 m(£>>0, 试证困点集 




E + +^： Jf 6£, ye £> 



必包含一个 K 间， 

，38. 试给出V中互不相交的点集列 {^J， 使得 


(2 E k )<^m^iE k y 

X Ar - I 7 k - 1 


•39_ 设灰是[0，1]中的不可测集，试证明存在以 0< a<U 
使得对于[0，1]中的任一满足 m (五)的可澜集£， vyH£ 是不 
可獮集 * 


设阶是中的不可猁集，及是可测集，试证明 £△ 


V是不可测集. 

41' 设 H 是及"中的不可测集，试证明存在 e>0, 使轉对满 


足 


A ^) E , B ] E C 


t 叫 


的任意可测集 A 与5，均有 

42,设 4， fl 是化中两个正测集，试证明 4 + S 必包含一个 


内点 


43*. 设1)是 f 中的稠密集#是 疋上的 Borel 測度，如果对 
于任意.的 ke £» 以及，有 


+ {x 0 }) = A(L a i*)> 

试证明对及 1 中任意的301^1集五，有 

= A 


(E )， A = /K[0 ， 1))_ 

44*. 试作妒中正測集，使其任一正测子集£，皆不能表成 
E = AxB , 其中 A,B 是及 1 中正测集. 



第三章可测函数 


Riemaan 积分的定义，粗略地说，是对“差不多”连续的函数 

而作的(确切地说，一个定义在[〜彡]上的有界函数是黎曼可积的 

■ 

充分且必要的条件是其不连续点集的 Lebesgue 测度为零，见下 
章).实变函数中所要建立的 Lebesgue 积分论，是要把积分汽象 
扩充到更大的一类函数一可测函数类上去. 

与连续函数不同，可测函数在极限运算下是封闭的，这就使 
所建立的积分在理论上使用起来更加便利，在本章中我们还可看 
到可测函数与连续函数，可测函数列的点态收敛与一致收敛有着 
密切的联系，这些有关可测函数结构的内容将在积分理论中发挥 
重要作用. 


13.1 可测函数的定义及其性质 


为了论述的简便和统一，今后我们在谈到可测函数时允许函 
数取值士 CO , C 称 * l U {+ oo > U {- oo > 为广义实数集），因此先 

将有关±00的运算规则叙述如下： 

< C + oo ; 若 jce /? 1 ， 则一 oc C x <. H ~ oo * 


0 ) 


0 O 


( ii ) 若 贝 Sj 

+ (±oo) ― C±oo) + X = (土 oo + (±co)) 

x — ( + oo) ~ (士 oa)—( 平 oo)™±oo, 
± (± oo ) ， +0 O , ± (=F OO ) 

J ±oo f — + oo ； 

( m ) 且*乒0的符号函数为 


±00 


X 


— 00 


sign x 


—1 + 

( + oo) — ±(sign x)oo. 


^ <C 0 
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(±00)( + oo ) — +00, (土 00)( 平 °°) ■ _0 °， 

但是 （± oo ) _(± oo ), (土 00) + ( 平 oo ) 等是无意 义的； 

( iv ) 特别约定 o • (士 00 ) -0. 

注意， + CO 有时简记为00， 

定义 3.1 设 fix ') 是定义在可测集£^/?”上的广义实值函 
数，若对于任意的实点集 

(或简写为 h : K »0 >0) 

是可测集，则称 fM 是£上的可测函数，或称 K *) 在£上可测. 

这一定义虽然指的是任意但下一定理指出，我们只 
需对一 个稠密 集中的 r ， 集合 U ： Kx ) > r ] 是可测集就可以了. 

定理 土1 设 /0 O 是可测集£上的函数， D 是 J ? 1 中的一个 

eu , 点集 { x ：^ > r \ 都是可测集，则 


( SgMI 若对任意的 

封任意的点集也是可测集 


证明对任一实数 h 选取 D 中的点列 { q }， 使得 

# — 1,2, - * *)； 


\m 


我们有 


1 J {x：fM > rJ 

因为每个点集 { xiKx ) > r k ) 是可测集，所以 { x ：1^ X }是 

可测集. 


0*0 


例设/00是定义在区间 上的单调函数，则 悬 

um 上的奇? 15 ^^^ " ~~~~ 

事 任意的 I ^ R \ 点集 [ a , b ] : W > *} 定属 

■ 

于下述三神情况 之一： 区间，单点集或空集.从而可知 

€ [3，办]: K rf ) > f } 

是可测集，这说明 / W 是 l >, H 上的可测函数. 

定理 3*2 若 fOO 是 S 上可测函数，则下列等式中左端的点 


集皆可测 


(i) {x：fM E\{x：fM > tK^R i y f 




Oi) 


x:fOO > * — ^ 


( iii ) ixzfM < /} = E \{x：fM 0 € / e 1 )； 

(iv) {x：fM — ， { 文： /0) > 0 fl {^：fM < O € J? 1 ) 


} ^ U {^：fM < k] ; 

ft = 1 

(vi) {x：fM H-oof =- £\{j"(aO < +oo }； 

oo 

} ^ U {/W > — k ); 


( v ) { x ： / O ) < 


oo 


( vii ) {x：iM > 


—co 


( viii ) { x：fM 

证明 上述等式的成立是明显的.至于左端点集的可测性可 




} 


一 OG 


阐明如下 


从可测性定义易推 （ i ),( ii ) 与 （ vii ). 从 （ ii ) 可推 （ iii ). 从 
( i ) 与 （ ii ) 可推 （ W ). 从 ( iii ) 可推00.从 （ O 可推 （ W ). 从 


( vii ) 可推 （ viii ). 


注由于对任*的有 


— u 1 c/w > 


E \{ x：fM < - £\ 


f(.x) < r 4- ~ 


故用定理中 （ i )，（ i 〖） 与 （ iiO 的左端点集的可测性均可当作 /GO 
可测性的定义. 

定理 3 .3 ( i ) 若 fix ) 是定义在上的广义实值 
函数，若/0)在^上可测，在£ 2 上也可测，则/00在 IU A 上 


可测 


( ii ) 若 / C 0 在五上可测， j 是五中可测集，则 / O ) 看作是 
定义在 j 上的函数在 j 上也是可测的. 


证明 （ i ) 只需注意等式 


U € E t \ JE z : f { x ) > /} 


{ 工 € ' : /w>i> UXJfG : fOO>t }， 

CiO 只需注意等式 / 

若则 hOO 是及"上的可厕函数. 

定理 3,4( 可^面数的运算性质(一 ）） 若 fW f gWM - E ± 
的实値可测函数，则下列函数 

■ 

(i) 小尤）⑽及 _>, 

<ii) f(x) 

<iii> fOO* ff(x) 

都是五上的可测函数. 

证明 （i> 对于 te 及 S 若00，则由 

{x:c/(x)^>t} = {^:/(^)>^- | f} 

可知， c/00 在五上可测 J 若 C<0， 则由 

^ { xi / CxX ^ t } - 

■ 

可知，V00在它上可测I若 e = 则 c/CO = G 的可测性是明显 




的 


( H ) 对于吒 & ,因为 /W + & w>t 就是 f ( x )> t -£ F ( x ) 


m 


从而有 


以: /(:) 

I - 1 

其中 kJ 是有理数列 • 从而可知 /W + flOO 是石上的可测雨數， 

( iii ) 首先，尸00 在五上 可测.这是因为对于 W 及 1 , 我们 


有 


{ x ： PM > t } 


石， 


«0, 


{ x :/( r )> v ^ I } U {^：/ W <- v " t }, t >0 


丼次，因为 
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fW9W - CC/W + </<x) - pW> 2 )/4, 

而 fW + 3(0 以及 / W +<* tfOO ) 都是石上可测函数，所以 

/CO ■ w > 在多上可测 • 

推论 5. 5上述定理所说的运算性质对于取广义实値的可测 

函数也是成立的_ 

事实上，只需注意下列点集 

{ x '. fix ') - + 00 } 


i x -fw = * °<>}» 


% 


} 


} 


都是可测集即 

定理 3.6( 可测函数的运算性质〈二 )） 若{八0)}是 S 上的可 
函数列，则 r 列函数 

( i ) BUp {/ fc ( K )} 


( ii ) inf { 八 ( at )} 

t ^ 1 


( iii ) Um 

都是£上的可测函数， 

证明 （ i ) 因为我们有 


{x ； sup{j k (x)}>t} = (J {X: 八 00>t }， 

* ^ 1 k - 1 

所以 wp{/fc(x ； )} 是 E 上的可测函数 * 

k > 1 

Cii ) 由于 




^ > 1 h > 1 


故可知 inf {八 ( x )} 在 £ 上可测. 

Jt > 1 

< ni ) 只需注意到 


Hm/ ftW =iBf( ； upC/ kW ]) 


即可 


( iv ) 根据等式 


li 


fkVO = — iim (-八 C 0> 
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可知，_八00是£上的可测南数* 

k 

推论 3,7若 {/ k 00} 是£上的可测函数列且有 

lim f k ( x ) =/00， 


则/00是£上的可測函数. 

例 设/00是定义在 E 上的广义实値函数， 今 


r 违 roo 二 max{ - /00,0 }， 

幷分别称它们为 zoo 的正部与负部.我 m 有 

/C 0 =/+ 00 - 厂 ( 欠 ). 


= max 


(3.2> 

若 fw 在 E 上是可測的，则/ + 00，厂00都是£上的可测函数 

反之亦然，此外,因为我们有 


1/00 丨 =/+w + rw f 


C 3.3) 


所以当 /( 幻在£上可测时， i /001 也在£上可测 # 但反之不 


然 


关于可澜函数的复合运算性质将在§ 3. 3中讨论. 

定义 3. 2设有一个与集合 £ c = fi _ 中的点 x 有关的命 
PM . 若除了 中的一个零測集以外， PO ) 皆为奠，则秣 POO 
在上几乎处处是眞的，幷简记为 POO 


m 


①（于 £)• 

若是定义在 EcJt - 上的广义实値函数，旦 


有 


m({x^E:f(x)^ ： gCx)}) - 0 , 

■ 

则称与000在 s 上儿乎处处相等，也称为 fM 与 f?00 是对 
等的，记为 a*e., 

例“设八 O 是定义在 £cz/e" 上的广义实値函数，若 


}) = 0 t 


条奠文 almost everywhere 的 ® 甸 _ 有的书上写成 p.p ,_ 是法文 


① 


partout 的繡； 


$9 


则称 /00 在石上是几乎处处有限的，幷简记为 

|/(r) | <oo 

注意，|/00|<如 a.e •与 |/ U)|<M te . 是不 同的. 后者 
靈含前者，但反之不然. 

定理3 . S 设/00 ^00是定义在 ■ 上的广义实値函数, 
/( 幻是£上可测函数 * 若 fW=sOO 则 gOO 在£上可 


测 


证明 令4 = { 尤:/(4尹 5<欠)}，則饥（乂）= 0且£\」是可 

测集.对于 teR ， 我们有 

{ xe ^： gM > i } 

{xe £\A:p(r)>t} U X A:g(xy>t} 




根据 /( 幻在上的可测性可知，上巧右端第一个点集是可测的. 

而第二个点集是零测集*从而可知左端点集是可测的， 

■ ■ ■ 

由此可知，对一个可測函数来说，当改变它在零测集上的値 

■ 

时不会改变函数的可测性. 

定义3*3<商单函数）设/00是定义在上的实値函 


数拳若 


{ y：!f = fW 9 E } 

是有限集，则称/<>>为£上的茼单 函数， 

设 /CO 是 E 上的苘单函数，且有 


£ = E iif E t f^Ej - 0 $ 


£五*， 


/00 


X 


此时可将/记为 


100 



/ ⑺ t 




<3.4) 


从而箝单函数是有限个特征商数的线性组合.特别地，当毎个 
是矩体（这里允许取无限大的矩体）时，称/(4是阶样函数. 

p 

显然，若/00,&00是£上的茼单函数，则 /( b ± ffOO , 
fOO ■ 500也是£上的简单函数， 

若/0)是£上的時单函数，且 （3. 4>式中的每个 A 都是可 
测集，则称/00是 S 上的可测茼单函数.由此可见，可测简单囷 
数是可测函数类中结构较简明的一种面数，如果我们能够揭示出 

它与一般可测函数之间的某种联系，那将是极为有益的_事实 

■ 

上，下述逼近定理正是我们今后要得到的许多重要结果的基础，\ 

定理 5.9 C 简单函数遲近定理 ）（ i > 若 /0 O 是五上的非负4 

■ 

测函数 r 則存在非负可测的茼单函数渐升列 * 

+ 


使得 


Hm 印 fcOO =/< jf )@ ， 

i —的 

I 

00 若 是忍上 的可测 f 数，則存在可测简单函数列 

{ nw } ， 使得卜 jtOOI < l / ool , 且有 

■ 

■■ ■ ■ 

limhOOf =/00， 


G 五 r 




® 这里的『(》>也芎看成是 R _ 上的 


在 E 上的限 ft , 

■ ■ ■ 

这 A * 说存在幸也实数 w Pd 以及 w _ 集？ H Ad ,便轉达*, 


t - 1 


/(-> 


6怎_ 


这只需令 * o (0- Op 并# 


s 

fc- \ 


t <*> 




奉为二*铒歎即对 



若 /00 还是有界的，则上述收敛是一致 fc , , 

证明 < i > 对任意的自然数 ft , 我们将 [0, 幻划分为 
等分，幷记 


E k = { xifix ^ k }. 




1,2 ,t = 1,2, 


作函敗列 


x € 

允 eA ， 


2 


= 


i = 1，2广",杞2\ k = 1,2, w * 

i 1 * y ^ 

ffeW - kx Sk W + 2 -^ ZF tt ; X ^) ? 

显然， •每个 都是非负^测简单面数且有 

9 k \ fk ( x y\<K 

片=1,2，.' 

现在，对任意的戈€五，若 /00< M V 则当时有 

o </00- h 00<2' 

若 ZOO = +的 ，則 p *00 = fr (K = 1,2, *•*). 从而得 

MO - IW * X E 

■ 琴 

L- - ■ . ■■: ; ■■ ■ 

a ；) 记 /oo = / + o ：>- ra >. 由⑴知存在可测呼单函数列 

{?/ 1J W >^{< P t <a) wy t “足 ' " 

lim ⑴ < 欠） = 广 00 ， lim (x) = 广 00 ， x&E, 

友 —» 

w-wnoo 是可测筒单函数，且有 ' 
lim[jp t (1 > (JO — Pi ⑴ W~\ =/ + W -厂 00 

t 

= /< X ), xG _ E m 


幷记 




n 


显然， 





若在石上 1/00 则当时有 


Sttptz+oo-w” 00|< 


2 


抑 pi 厂 （ J：> - 00 丨< w ， 


2 


从而知( X ) - <=> 00是一致收敛于/00的， 

定义 3.4 对于定义在 Beit •上 的函数/00，我们称 雀集 

■ ■ 

{xifixy^o} 

L ■ ■ ■ ■ 

的闭包为/00的支集， 记为抑 PP (/)_ 若 /(*> 的驾集是有界 (即 
支集是紧集)的，则称/00是具有紧支集的函数， 

推论 3. 10定理 3. 9中所说的可 测简单面数列 中的每一个均 

可取成 具有紧 支集的 函数， 

■ 

证明 对每个&，令 


SkW-VkWXB <o,k > 00 ， x € 五， 


則办 OO0 昜可测简单函数且馬有巧支集* 

€ £，则存在‘:使蝽当 fOKt , 4有 < 右 


瑰在， 


■r m 


■ ■■_ 


此时可得 


limg^W = liixx =/ W > x^E 


，珂涮苗数列桕牧轚 

■ ■ ■ 

铪定一个函敢列，在考虑它的收絲间«时,我们关 心两点 ■ 

■ 

—‘在什么意义下收敏 I 二是各种收鈦之阂有什么联系,对于可 
测函数列来说，本节所介绍的 Exopo * 定率指出了几乎地处收揉 
与一致收敛的某种关系•由于函敷列一致收萆性的重要薄£兴，可 
以预料这一定理将有着广泛的应用_此外,下文将要引进的依测 

度收敛的概念是可测函数 W 最典型的一种 妆敛，它 在概率论中有 
着具体的含意. 

■ 

C —) 几乎处处狀敛与一致收敛 


K 1 
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宠义夂 S 设…，八 (0 , …是索夂在点集 
£<=月 " i : 的广义实値函数.若存在£中的点集2,有 mc ?)=0 及 

lim/fc00=/00, 


x e E \ Z , 


则称{八（勹}在£上几 乎处处 收敛于 /( r ), 幷苘圮为 

fk^f ^ e , 

显然，若{八00>是 E 上的可澜函数列，則/00也是£上的 


可测面数 


引理 3, 11 设/0：),/,00, 八 00,…， / jtO ：)，- •，是 五 上几乎 

处处柯限的可测面数且 m <£)< op . 若八―/ 

U , 令 


，削对任给 


=K E ： \f k W^ /(X)|>£} ( 

( u ^< e >) 

卜 r 

OD 40 

证明显然，上限集 fl U ^ t ( £ ) 中的点—定不是收敍点， 
从而依题设可知 叫 

(n p E ^)=^ 

根挹递戚集合列测度定理，可知 （^ ift 放立 


我们有 


n 


(3.6) 




； 


定理 5.12 CEropM 龙 H ) 设 / U ), /,00,八00广，，/^00, 

£上几乎处处有 限的可 


数且 mCE }<^： n fhW ^ 

t 則对任给的 5>0, 存在£ 中子集£„ ^ C ^>< S P 使 
得{八(4}在 上 敛 f /00. 

证明由上述引理 3. U 可知，对任给的《>0,有 


fOO 


Hmm ) ==0* 

现在取正數列 = …），则对任给的5>0以及每一个 i 

存在 li ， 使得 
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E 


令 


-U U ( t ) 


E 


我们有 


⑻ ％!>(U M+))<Sf = 

< ■ l i - f , 、 f f 卜 1 


最后，我们来证明在点集 

= n n 卜 € 五 :1 八 oo-/ooi<+} 

M ^ \ ± — i ^ ■■ J 


上， {400} 是一致收敛于/(幻的. 

■ 

事实上，对于任给存在使得1/(<心从而对一切 
x ^ E \ E dJ ^ 时，有 


f 八 0 O — /00丨< ^< 


这说明八 0O 在上一致收敛干 / OO, 

■ ■ 

疰意， Eropw 定理中的条件町（幻<™不能去掉*例如考虎 
可测豳数列 


= 3 f ^ fl « *> 00, 


« = i >2, — , < a , oo ) # 

它在 <0, oo > 上处处 收敛于/以>31，但在 (0, oo > 中 的任一 个有限 
测度集外均不一致收敛于 fCx)^U 


(二）儿乎处处牧敛与依測度收敛 

对于可测函数列来说，仅用处处收敛或几乎处处收敛的槪念 
来描述它是不充分且不典型的.为此，先看一例. 

例对给定的自然数我们总可找到唯一的自然歎允与 


f * 使得 


0< f <2 S 


t = 1^2 P 


*#* 
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现在在 0 M ] 上作函数列： 


1，2, *€[0,1] 


对千这一函数列乘说，它在 [< M ] 中的住一点上都是不收敎的* 
事实上，若46 [( Ml 削必存在 h 与 t 。， 使得 




2 


2 


这说明在…， A * (%),"•中有无穷多项为1和0, 

即仓 是不收敛的.因此，仅考虑点收敦，将得不到任何信息. 

然而，由于每个匕 00 都是可 测函数 p 故我#1 可提 m 下述豆 
想，虽然对每个3^€[0，1]， {/ fcOO } 中$无穷多个 I 出现，但是 

在所谓 頻‘” 的意义下，0却 大置地 i 现.換句话说，如杲我 
们取 0< c < l , 那末点集 


COy 1] ： I- 0 1 >e} 

■ 

的测度是非常小的.实际上，我们有(注意 n = 


<{^€ [0, l ]:|/ n OO ») 


这样，对于任给 e >0, 可取到％，也就是取到使得当 
时，有 7 - 


« Co,i ： :|/ n OT| <0)>1 - 5, ti 

共中这个不等式反映出这样的事实^对充分大的心•出 

r 

现铒的此频阵_接近 I ,我 n 称此为 {/ fl ( x )> 体测度收敛于零. 

* _ _ 

定义 3. 6舍/(幻，100,600 , …， / k OO 广•是五上几乎处 
处有限的可测函数，若对任给的 K > Q ， 有 


li 


(3*7) 


则称{八00>在 E 上依測度收敛于 /00. 

注意， m 《仁：1/*001 = + 

下述定理指出，在闺数对等的意义下，依测度收敢的抿限商 
数是唯一的， 


) c 0(允 
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定理 S .1 S 若 { 八 00}在£上同时依测度收敍于/00与 

900，则/00与 tfOO 是对等的. ， 

证明因为 

1/00 -pOO l 式 1/00 - /itOOf + \sM-fkM\ n ， 

所以对任给 oo , 有(除零测集外） 

( X : |/0 c > -5001 >£} 




U (^ : \8 M - f k ( x ^\> — 

但当 « 时，上¥右端点集的测度 k 于零 * 从而得… 

s ，■■_■■ ■ 

mC { x : 1/00 - 3\ x _)\> e }} : 

■ ■ ^ 

由 E 昀锋章性，可％ 

从几乎处处故“与依收敏昀 定&中 ，前衆躁 _薄 

的是 ㈣ ^區為章箏轉5，展者:崎指^ 

那个点 S & lt 敏^其 : 


的测度应 随々趋于无穷而趋于雰 ，而不论此点集的位置状态如 

这是两者的区别面 6 Br 重班姨教齓是它们之间拥联 


系： 


」走蝤5,14邊是工上几乎处处有限的可谢面数列且 

帘 C 五 )< 

/ CO 入则 八00在£上儀测度收鉑于 /( X > 

证明因为题设满足引理 3. 11 的条件，所以对任给的 c >0, 

P - 1 ■ 


若{八00}几乎处处收敛于几乎处处有搌的函数 


可知 


(0 


{ jf ：1/ fcW -/ Wl ^ e > 


limm 


由此立即可得 


H 


<{ x ： UkM - fW \>^}) 




_ 
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这说明/*00在£上依测度收敛于 fOO 

宠理设/00,/,00,/ 2 00, … ，八 00”. 是召上几乎处 
处有限的可测函数 • 若对任给的6>0,存在五, C ： 五觅 mCSfXL 
使得 {八 <幻}在 E \ E s 上一致收敛于附 {/ fc < x )} 在 五上依 
测度收敛于 /00. . 


钲明 对任给的依假设存在它五且 
及自然数6，使得当々会 bps 有 

\ fk ( x y - fw \<^ 


X ^ B\E 


由此可知 


\fkM - fW \> e}CiE 


这说明当时，有 


IA 00 - fM f ^ e }><^ 

类似干（点）收敛列与基本(或 Cauchy ) 列的关系，对于依谢 
度牧敛列■我^也有同样的概念与结论， 

定义 3.7 设 {/ fcOO } 是五上几乎处处有限'的可测面数列•若 
对任铪的有 v 


li 


C {^： l/kW -/|00 I >6)) = 0, 


則称 {/it 00} 为 E 上的依测度基本列， 

定理3,16若 {/ fcOO } 是占上 的依鳐度基本列，则在 E 上存 

在几乎处处有限的可期函歎 / W , 使得{/“ X 〉}在石上依 薄度枚 
敛于/0?九 

■ ■ ■ - 1 ■ 

证明对每个 自然敷 i * 可取 使得咨 （，/ 肘 ，.有 

枯(卜: l/iO ~/#(光 )I 之 . 士 

而且 我们可 以假定 t < t +1 ，令 


1 )^ 




叫 . 


m 现在硏究{巧}的上限集 
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门 

T - 1 i - T 

易知 mo ?>= o . 若 reA 则存在7，使得 

■ 

x ^ E \[ jE im 

( - t 

从而当 *> y 时，有 I /* , +1 (幻-^,0)1<2—\由此可知当^>7_ 
时，有 


J • J ■ 


这说明级数 


fk,W + S A, + 1 ⑻， 

i - 1 L 

在 E \ S 上是绝对收敛的，因此 UiCO } 在 E T t 是几乎处处收敛 
的，设其极限函数为 / W ， /00是£上几乎处处有限的可澜函 


此外，易知 {/~ 00) 在 石\ U A 上是—致收敛干八幻 的*由 

f 


于 


(U 


丄？ 


E 






故 /0 O 及{八， 00} 在丑上满足定理 3. 15的条件，于是{/、00} 


在 A 上依阑度收致于 / o ) 

最后，由不等式 


({ x : f / fc ( x > -/< r ) f ^ e }> 


ii \ 


) 






m 


}) 


\fk t 00 -fw\> y 
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li 


C {^： \ fkCx )- fW =0. 

注意，若{八00)在 E 上依测度收敛子/00，则（八 00) 定是 

■ 

£上依测度基本列，此外，从上一定理的证明中已经可以看到， 

在依测度基本列中一定可油出一个子列是几乎处处收敛的.从而 
我们有下述 结果： 

定理 5.17 ( Ries 2 定理）若 {/ fcOO } 在 E 上依测度收敛于 

A 幻，则存在子列{/、 00} ，使得 

lina / fc ,00 =/< J 0 

I — « ■ 

证明因为 {/ fcOO } 依测度收敛于 / O )， 所以 {/ fcCO } 是依 
测度基本列 • 从而由上述定理的证明中可知，存在子列 00} 
以及可测函数 j ( X >， 使得 


可得 






4 


_ 


lim f k ( x ) 

i —« f 

易知 {/ it , O ：)} 也是依测度收敛于 oo 的.但按假设，仏 ,00} 垃 

依测度收敎于 / C 0, 从而知/00与 tfOO 对等， 


a*e 


可测面数与连嫌苗数 


<—)JlySHH 定理 

可测函数与连续面数有^^切的关系，这种关系使我们对可 
测函数的了解更加深人，也差硏究可测函数的有效手段. 

定理 S .18(^01™ 走理〉若/00是£上尚九乎处处有限的可 
测函数，则对任给的5>0,存在£中的一个酎集 F , m <£\ F )<5, 
使得/00是 F 上的连续函数， 

证明不妨假定/00是实値面数，迖是因为 

mi{x ： \f(xy \ = + oo}> =o. 

首先考虑/00是可测简单函数的情形， 


fM - 00* 五 ， U ^ = 
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此时，对任给的6>0以及毎个匕，可作仏中的闭集厂，使得 


( E t \ FO <-, 




m 


p 


闵为当 心时 所以 / oo 在 h 上连续 _ 而 
F a , …， Fp 是互不相交的，可知/00在 

■K 

P -\ J F i 


上连续.显然， F 是闭集且有 


(EVF) = 2 m %v^)<s| = 

r - 1 卜 1 ^ 


■w 


其次考虑 / oo 是一般可测函数的情形，由于可作变換 

, (/ ⑷= 


fW 


sW 


sOO = 


" 1 - |5(工) 


1 + l/W 


故不妨假定 /00 是有界函数，根据定理 3. 9可知，存在可测简单 

■ 

函数列{以00}在五上一致收敛于 /00* 现在对任给的5>0以及 
毎个 ffcOO , 均作五中的闭集 F *， 


CE \ F k y^ f 




使得 hOO 在上连续，令 


a 

t- 1 


F = 


P k f 


则 fc £， 且有 


E\F) < 2 m ( E\F k > < ff • 

i - 1 

因为毎个 hOO 在 F 上都是连续的，所以根据一致收敎性 A 易知 
/ 00在 F 上连续. 

注意，上述定理的结论不能改为1 /( x ) 是 £\ z 上的 

■ 

连续函数，其中 m ( Z ) =0( 见本章末尾的附注) • 
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推论 S .19 若上几乎处处有限的可瀟函数^则对 

任给的^>0,存在上的一个连续函数 9 W ， 使得 

C {^€ ETf M jxyjy <^6 f 

若丑还是有界集，则可使 

支埵访知，对荏 ^?s > o ， 存在£中的闭 

集 F ， m(EVF><5 且 /( 幻是 F 上的连续画数< 从而根据连续凼 
数的延拓定理 L.2S， 存在 R" 上的连续函数 SW， 使得 

/00=500，文已尸* 

因为 { c / CJO ^^ OOlcEV 7 , 所以得 

m ({^^ E :/ Cr ) i ? fc 5 Cx )} Xr 7 iC £\ F ><5 # 

若 E 是有 界集， 不妨设五 C 5 <04)， 則作/?■上的连续函数 

梦 ( jc )，0<? Cx ><1, 且满足 


(3.8) 


■JI 




4 


1， 托厂， 

0, 

从而将上述之 so ) 換成 # OOKr > 即得所求. 

推论 3. 20若/(乃是 H 上几乎处处有限的可测雨数，则存 
在上的连续函数列{办00}，使得 

dkW = fW 


妒00 = 


li 


E 


0 9) 


钲明 由推论3_ 19可知，对于任意的趋子零的正數列 {4} 与 
{ S t >, 存在上的连续菡数列{仏00},使得 

mC { x ^ E ： l /( x ) - S k 00\> e k })<\， 卜 H “， 

送说明在 s 上依测度收敛于 /0 O . 从而根据定理 

17, 可选子列切 fc , 00}，使得 

Mmg k ( x > =/( x > 

( -H-CU " 

注 我们知道， 夂 1 上的函数 


_ 




a 丸， 


u i 是有理数， 

0, x 是无理数 

可以表为（双重 指标〉 连续函数列的累次抉限: 


fw = 


lim 】 im[cos *：£ if 1 * 

然而幷不存在 J * 1 上的连续函数列 {办00}, 使得 

lim 办 （ jf) =/(r), xQR\ 

*I 

若 / co 是 & 上的实値可测函数，且对任意的 


有 


+ =/00 +/ OO f 


則/00是连续函数. 

证明因为 /0= + fc)-/CO «/ a ) 以及/(0) = 0,所以只需 
证明/00在 r = 0处连续即可，根据 JlyaHH 定理,可作有界闲集 

<^)>0,使/00在 F 上（一致）连续，即对任意的 e >0, 存在 
心 >0，有 




\ x ~ y \<： S t9 x t y ^ F t 

现在硏究由引理 2.1(5 知道，存在 5 a >0， 使得 

F — F ][-5 2 ,H 

取 山 则当定€〔-5,5]时，由于存在戈， 

使得 z = 故可得 


I / W -/ WIO , 


[/(«) | = 1/( 工 一 JO | = 1/00 - /W I <£• 

这说明/00在 X = 0处是连续的， 

(二广复合禹數的可測性 

为了讨论可测函数复合运算的可测性问驪，让我们首先用点 

集映射的现点把函数可测性的定义改述一下，大家知道，对于实 

■ 

値函数 /( 幻来说，点集 


与 /^« f , oo )> 


是一致的.我们有下述结论* 

引 US , 21若/00是定义在上的实値函数，则/00在 
*_ 上可测的充分且必要条件是 * 对于及 I 中的任一开集， /-'( G ) 
是可测集 

I 

证明充分性是显然的，下面证明必要性，由假定知 /—Kd 
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)) 是可测集，故知对任意的 E 间 

=/- 1 « a , oo » V - iCJ ：6, w » 

是可测的_若 Gc / i 1 是开集，则 

G = U 


00 


从而根据 


f - HGy =\ Jf ^ ia k ^ k ^ 

i > 1 


可知广 KG ) 是可测集， 

定理 3. 22设/00是&上的连续函数， ffOO 是&上的实値 
可测函数，则复合函数 


=/(500) 


是&上的可测函数. 

证明对任一开集因为 /—( G ) 是开集，所以根据 
9 的可测性知道 0— <广 KC )) 是可测集.这说阴 h ( x ) -/ Cff ( x )) 
是夂 1 上的可测函数 

注意，当 /00 是可测函数而 sOO 是连续函 数时， /[ffOO] 
就不一定是可测函数（见下 例〉. 


设少00是 [0,1] 上的 Cantor 函数，令 

x + 4> ⑴ 


浐 00 = 


2 


则少00是 [< M ] 上的严格单调上升的连续函数，记 C 是 [0,1] 中 

的 Cantor 集，妒是妒扣）中的不可测子集， 

现在令/00是点集上的特征函数，作 

r € [0,1]， 

显然， fW = 0 ffOO 是 [0,1] 上的严栴单调上升的连续函数 

(还满足 Lipwhitz 条件>,易知 /[ ffOO ] 在 [0,1] 上不是可测函数， 

定理 3. 23设 

= 0时，了4(2)是零测集.若/00是《•上的实値可测函数，則 
/<： T ( jO ) 是 W 上的可测函数， 


是连续变換，当 ZoR ■且 m (2) 
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证明设 G 是粑中 的任一开集，由假设知道 /- KG ) 是可测 

不妨设 


/-】⑹= H \ Z ， 

其中=0且 H 是 G A 型集，由假设可知7^0是零脷集以 

及是 G , 型集，故从等式 

T-i (/— (G) ) = 7 -】 (Hy\T_i(Z) 

立即得出广 1( G )) 是可测集 # 这说明 / COO ) 是上的可 
测函数* 


推论 3. 24设/0)是《”的实値可测函数 ， T 
奇异线性变換，則 /( rw ) 是上的可测函数_ 


是非 


附 


(一） Eropoa 定理对于连续指标函数族一般是不成立的 
例设 SC[0,1/2：1 是不可测集，令 

J = [0，l]x [2，w), 


= {ix t ni- x):0^x^l} 9 


幷作函数 /:/—{0,1} 


n >2. 




I 


/( 无，夕） = 


其它， 

则有 lim/(x,y) = 0, 而 Eropofi 定理的结论不成立 


* 


佴有下述结果：设 /oo 与(0,00))是£上的实値可 
测函数， m(£)<oo .若 

(!) lim/ t M =/(x> t 


|八00-/00|在£上可测， 

1 

則对任给的 O>0, 存在£,0=£且爪（£,：)<~使得当 oo 时， 

■ 

八00在£\匕上一致收敛于 /00. 

此外，可以作出 [0,1] 上收敛于荐的连续函数列，但在任一 


(ii ) 对毎个 n ， 


sup 
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子区间上均不一致收 敛. 试比较 Eropoa 定理的结论. 

(二） Jlysitii 定理的结论不能改为 | 讯<五\乃=0而/00汴 Z 7 

上连续.举例 如下： 

在 &中， 记端点为有理数的一切开区间为作开区间 
列如下： 

CO I I ^ 1 /fc I /3 <七 = 1，2,…）》 

U J i j i (/^ l ，!?，一）， 

对于 


e u 夂且 


X0 lim f k 


的点 丈， 必有最大指标 < 使得 xG/h 现在根据 i 是俩数 

还是奇数把这些点 x 分成两个集合 a 与即令 

= A \ (J hf A ~ U (J ^ 

疏然， a 与 b 皆^^集 月 / n ^ 〆 . 我们有 

fn <^ k > = f/fcl - 


S 




Ukf \ U 

' i — k + i / 


J£\ 


叫 -Ef) 


s 以」 > 

r i 

=各1八丨>0, 


2 


因为対每个有 


^2k U U J 交 k ， idk ， 


所以 m ( Af | G >>0 以及 m(Sfi D >0. 

现在令五幷定义面数， 

fOO = J ^ OO , 五， 


mC{x^ l k ： f(x^) = l})>0 ， m<{xe ^：/(^> = 0>>0, 

由于 4 可取得很小，故除 S 中任一个零测集2, /00不可能是 

上的连续函数^ 
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(三）关于复合函数的可翊性问题，我们还有下述结论 t 
若/(幻是定义在[0，1]上的劣怙函玫，则#在[0，1]上的可测 
函数使得 


/ O ) = 


习 


-%. 设尸 0) 是 b 的叶测函敖，且点集 

{^：/(^>：- 0} 

是可测集，试证明 /U) 是可测函数. 

2 . 设有 [ aj ] 上的 函数 / G )， 若讨任总的[>，幻(301，*>， 

/( 幻是[心幻上 的可测 函数，试证⑸ /(0 足 [〜&：] 上的可测函数. 

3. 设 /(U 是上的可微函数，试证明厂 （ r) 是 [ a ，6： [上 
的可测函数， 

< 4 . 设有指标集/，{/。00^€/}是及 11 上可测函数族，试 
问函数 SOO = 3叩{人00 :(1 6/}在1^上是可測的吗？ 

5. 设/(幻是定义在可测集忍二及"上的连续函数，试证明 
/O) 是右上的可脚函数. 

• 6. 设 / O ) = /( Us ) 是及 1 上的连续函数，是 
[ hCci ? 1 上的实値可测函数，试证明尸 ( x )=/( 5 l oo , 仍 CO ) 是>: 
04] 上的可测函数. 

'7. 设/00是夂 1 上的可测函数，且有 

Kx + 1) = / < x ) a . e . # 




试作函数000,使得 

9( x } = f(xy 

设 / W 是五上几乎处处有限的可测函数， m ( E )< oo 9 
试证明对任意的 s > G ， 存在£上的有界可测函数0(幻，使得 


g(x + 1 > = gCx) t x^K 1 


a*e, f 


I 


* 


C { x ^ E : |/( x ) - ( jc > ] >0})< e * 

设 {八00} 是上的实值可测函数列，试证明存在正 


■JJ 
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数列使得 


li 






10- 设 /( x)d(r) 足 （0，1) b 的讶测函数，且对任意的 G if 1 


有 


wt({r :/(^>>£}) ^ 

(即互为等可测函数），若 f ⑻与 ⑽)都是单调下降且左连续的 
函数，试证明 < o < jc < i ). 

^11. 浼 / U ) 定义在开集上，试证明下列命题等价： 

( i ) / O ) 在 C 上儿乎处处连续. 

( ii ) 对任意的 teR \ 作点集 

- {x€ ： G:/(x);>t}, E 2 {x6G:/C3c><i} ? 

mEi 0 ^ i , 2 ) 中几乎处处都是内点. 

U 2. 设{八（幻}是丑上的实值可测函数列， m ^ Ey < OD r 试证 


limf k (xy =0, 


xeE 


的充分且必要条 件是； 对任意的 e>0 有 

({xe£: 3up{|/ fc (x)J»e}> = 


li 




i 


■13. 设 /(^0，/i(O, …， /jtOO, …是 [>，6] 上几乎处处有限的 
可测函数，且有 


li 


fMf 

试证明存在 £*C：[a，々：J (n = l，2, …），使得 






* 


卜6]\^|£小0, 


而 {/itOO } 在每个上一致收敛于 /( o , 

设{八00}是[0,1]上 1乎处处收敛1零的;1^ ^限 

,的可測函数列，试证明存在数列满足 ' 


44. 


工 ] f = 00, 
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使得 






e [ o ， i ] 


e.x 


nz . 设{/^00}在£上依测度收敛于/00,{以<幻}在五上依 
测度收敛于(幻，试证明 {/jtOO + g k ( X >} 在 E 上依测度 收敛子 
/( x ) - h &( x)t 又若 flx(£)<oo , 试证明 . 知 （ Jf)} 在£上依 

测度收敛于/(幻 • ffW . 

*16. 设 / O)，A (幻 JaOO, ■是 S 上几乎处处有限 

的可测函数，且取⑺ ><oo . 若在{八(幻}的任一子列中 

均存在几乎处处收敛于 /0O 的子列(幻 }, 试证明{/ 〆$)}在 
£上依鳙度收敛于 /OO. 

设 m(E)<oo ， ，…， /|((30,…是 E 上 

几乎处处有限的可测函数，试证明{/“^0}在£上依测度收敛于 
/( 幻的充分且必要条件是， i 

lint inf{a + mi{x: \f k Cx) - /(je> } >a})> = 0. 

h ®> o 

•18. 假设 {/*，Jx)} 在 EcA 1 上依测度收敛于八 = 

2，〜>, 又假设 {/ fc 00} 在 E 上依测度收敛于/(幻，试证明在 
{/^<幻}中存在子列在£上依测度牧敛于 /0O. 

«9.设{/ 〆 *)}在上依测度收敛于 /( 幻是 I ? 1 上的 
连续函数，试证明 {5[/ fc OO ]} 在 !>,&] 上依澜度收敛于 

20*. 设{/^4}是£[及 1 上的依测度收敛列，且存在常数 Af, 
使得对任惫的 fc 有 


巧 


ms 


l/fc (尤 1) - /fc(^ £ ) I J - x 2 1 , 

试问 {/ fcW } 是 £ 上的几乎处处收敛列吗？ 

* 21 . 设有定义在可测集五的函数/00,且对任给的 

■ 

5 >0,存在五中的闭集厂使得 /0 O 在尸上 连续，” 
试证明 /( 匀是£上的可测函數. 

，22+设 AG ) ( fc = l ，2, …） 是 E 上正值可测函数列， 且八 00 
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在 £ _ h 依测度收敛到 /(^)， 《> 0 ,试证明/左( 0 在五上依测度收 
敛于 roo * 

^ 23. 设 / U) 是及 1 上的有界函数，试证明 * 存在 t 上几乎处 
处连续的函数 £?0O, 有 


/M = 900, 

的充分必要条件是：存在五 C 及 1 * m(^ 1 \£> = 0* 使/00在 J ? 上 


X ^ 


连续 


24,设 00} 是 [( M] 上可测函数列，且满足 

(0 =/ k (, x) f 

(ii) lim/ fc (x ) 二 

则存在 {\}，{~}， 使得 

Iim/ k Xx) = 〆 々， 


6[0，1]， 
nxe [0, 1二， 


a , e,x 


奸 [ 0 ， l ]. 


25\ 设 / OO 是 （a，&) 上的实值可测函数且满 Ji 






试证明 /OO 在 (a，&) 上是连续的. 

26*. 设 fW 是 [a，l 上的实值可籣函数，试证明存在数列 

(K ), 使得 


limft 


27\ 设/00是£上可測函数，试证明对及 1 中任一 Bord 可 
m % B f 厂是可测集. 

28*. 设 /0 O 是五上实值可测函数，足及 1 上实值 Bo『el 可 
测函数，则 AOO = tf [/( r )] 是五上可测函数， 

2浐.设{八(幻}是及 1 上的可测函数列， { A »} 是正数列，若 


im f(x + h k ) 口 f(x )， 


a, e 


有 


fnW 


2>({ 

n - i 、 


) l})<oo 




A 


试证明 


a*e 0 Jt 1 
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第四章 Lebesgue 积分 


Lebesgue 积分是在 Lebesgue 测度理论的甚础上建立起来的 # 
这一理沦可以统一处理函数有界与无界的情形，而且函数也可以 

定义在更一般的点集（木一定是闭区间 1> J ]> 上，特别是，它提 

供了比 Riemami 积分更加广泛而有用的枚敛定理. 

定义 Lebesgue 积分有着各种不同的等价方法，我们在这菹所 

采用的是，首先定义非负可测简单函数的积分，再注意到可蒯简 
单函数与非负可测函数的关系，就可以给出莳者的积分定义.痕 
后通过表示式 f*M - r Cx ) f 我们也就有了一般可测窗 
数的积分的定义，这种处理积分的途径实际上适用于一般测度空 


间* 


§4.1 非负可测函教的积分 

(一>砟员可測简单禹數的积分 

定义 4*1 设&00是上的非负可测筒单函数，它在点集 
|_ = 1,2, P ) 上取値 - 


山 ,（ r ) 

i - I 

若五则定义 A 在 H 上的积分为 

) B k ^ dx =2 

这里积分符号下的 心是 W 上 L e fc eS gii e 测度的标志， 

注意，我们曾约定=0,此外，由定义立即得知 

只与也00在£上的値有关. 

J 设在&上定义函数 


c^CEflA^ 


I 
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是有理数， 


/00 = 


是无理数 


0 


我们有 


/( J：)dx = 0. 

定理 4 .K 积分的线性性质> 设 AOOdOO 是 J ?* 上的弗负可 
测茼单函数， A 在点集\上取値 ^(* = 1,2, …， P >， 5在点集 A 

上取値 = 我们有 

(0 若^是非负常数，则 


ch(xydx = A ( x)djc 


A(jc)dx 4- J g(^xydx 


l 


Cii > 1 ( A ( x ) - 

( i ) 可从定义直接得 tiU 
( ii ) 因为 aoo + p (幻在卒 nh (假定非空）上取値七+ 




} 


所以有 


(A(x) + flOo)h = 2 2 < a ( + ^j> m < B n^in B i> 


^ m <^ E n A if\ B ty 

i - i f - l 

j - 1 i - 1 

P ? 

= 2 + 爪（石 n 月 j ) 

■■ - i j - i 

k <^ x)dx f J 5( jc ) d 3 f # 

定理 4.2 若是中的递增可测集合列， AOO 是 上的 
非负可测简单函数，则 


I 




E - \ jE k 


hCx)dx = li 




(ll 
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证明设 Ad ) 在次上取値为 A 1,2，…， P ), 则 

P 

A ( jc)djc = lim ^] a i m ( E k f ] 

4 一 i-i 

_j> 

= 2 a * 川 （ £ n = 


li 


c 二） # 资可测兩數的枳分 

定义 4. 2设八 U 是 S 上的非负可测函数，我们定义/在五 
上的积分为 


/( r ) djc 


仏九 ⑻ dx : 岭)是 


函数 }• 


"上的非负疴单可测 


sup 






ft < r 


{ X 1 


这里的积分可以是 + a ; 若 


/(x)dr<oo, 

則称/«在£上是可积的，或/(幻是丑上的可积函数， 

由定义立即可知下列简单事实： 

<0设八幻，以勾是£上的非负 M 测函数.若/00<300 

< xg ^), m 


事实上，若用 au ) 表示非负可测简单函数（在 / r 上乂且 

从而由定义可知 


ACx ) dJc <| gdx ) dx ^ 


由此即得 


T /(x)dx= sup I f h(x)dx l<f 

J JE ft ( x ) j J E ] J 

H £ 

Oi ) 若/00是£上的非负 4 测函数， A 是£中的可测子集 


gWdx 
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则 






事实上，我们有 


I! 


kCx)dx 


f(^x)dx - sup 




sap 


J\s HX)dX } = \ 


fW 、（工 X 


&up 

A f X ) < / {■ Jf I x 


定理 4,3 设/(幻是£上的非负可测函数.若 C 是非负的常 


数，则 


cf(x)dx = c) /<»dx, 

证明根据定理 4.〗 之 （ i ) 以及定义 4,2 可直接得出上式， 

定理 4.4 (Uvi 渐升列积分定理〕设有定义在£上的非负可测 


函数列 


八00矣 A 00 <fk 00< …， 


且有 


lim 八⑺ =f ⑻， x 泛 E ， 


f k Wdx - \ /( x)dr 


li 


C 4.1> 


钲明由题设知/«是£上的非负可测函数，积分心 
有定义.因为 


fkM dx <\ fk^( x ) dx , & = 1 ， 2 广.， 


所以 f k ( x ) dx 有定义，而且从函数列的渐升性可知 


/ fc <x)dx<\ /OOdr 


li 
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现在令 c 满足 AO ) 足及 "上的非负可测简单函数且 

x ££, 

E k = E:f k (x)>ch(x)}，t = 1,2 ，*， 

则 {EJ 是递增集合列丑根据定理 4. 2可知 


h ( xy ^ f(xy 


记 


hCx ) dx ^ 


h (^ x)dx 


= c 


itn c 


于是从不等式 


f k {x}dx^\ f k ^xydx^\ ch^x^dx = c\ ft<x>dJc 


得到 


lim\ f k (x^dx^c\ h(xydx^ 


在上式中令 — U 有 


ficix^dx^ \ h(x)dx 


li 


侬 / 的枳分定义即知 


li 


/ fc 00 dr >\ / ⑻心. 


上一定理表明，对于非负渐升可测函数列来说，极限与积分 
的次序可以交換.此外，由于非负可测函数是渐升的非负可测简 
单函数列的极限，因而使得积分理论中的许多结果可直接从简单 

菡数的积分性貭樽到， 

定理 4.5( 积分的线性性质)设/00,000是 S 上的非负可测 
函数，是非负常数，则> 

(a/Cx> +^ff(jr))dx = a f fCx^dx+0 f g(xydx w 

J ^ J E 

证明由定理 4. 3 可知，只需证明<1 = /?=1的情形，现在设 
{以00},{化00}是非负可测简单函数渐升列，且有 

lim Hm 少 *00 =P(x )， E* 

¥ + 1 . k ，免 

则 {hW 仍为非负可测茼单函数渐升列，且有 





Ux)) = fCx) + goo t 

从而由简单函数积分的线性性质和定理 4.1 可知， 

ifW + 0OO)d3c = Iimf <^<x) +h<r))d* 


li 


f k ( 3 f)d^ + lim\ ip k C^)dx 

1 - J E 




f(x^dx+ \ 50 )d 工 




我们不难证明下列苘单事实： 

<0若 m ( E )= o , /00是 E 上非负可测函数，则 

f^dx = Oj 

00若 / OOdOO 是 E 上的非负可测函数，且/(0=300 


gCx ^ dx ^ 

证明令 A = £:/⑺手 ,9(0},^ = £ \尽，爪（石1> = C . 我们有 

fix)dx = \ fWlxztW +X^*< x >J dx 


fWdx 




/(x)dx+ \ fMdx 




+ J gix^dx = \ gMdx 






( iii ) 若 / 00 是£ 上的非负可积函数，则八在五上是几乎 
处处有限的. ， ' 

钲明令足， {*€£:/00>幻，则有 

{ x ^ EifCx -) 


} 介 


+ O 0 




对于匍个％,可得 


fCx )6 x <： 


>1 
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从 而知通这就是 说， 阳 （{ x 6£:/00 = 

Jb u 

定理4』(遂项积分） 若 ^0：»}是丑上 的非负 ^ 测函数 列， 


})= 


则有 


2 S f 

t ■ 1 ^ - 1 j 

r^i 

证明令 SmO )= 乏]八则 PmO )} 是五上的非负可测 

i - 1 

函数的渐升列，且 


f k (x^dx 


< 4 . 2 ) 


⑷= 2八 ( x )_ 

k * I 

从而根 据渐升 列积分定理以及积分的线性性质， 可知 

广 ^ 

f S /it (Jc)djc = lim T 

^ E t - 1 J 




li 


ilfl 


m 


S m { x ) dx 




; lim 2 fkM ^ 


sj 

t - 1 J 


fkM^x 


推论 4.7 设 he ， 伙 


H …）， = 0 ， 若 




/ W 是 ^ = |J ^ 上的非负4 測 函数, 


! 


Si 


fMdx 


fMdx ^ 


fO)dr 


(4,3) 


U 


证明由逐项积分定理可得 

' 如名 


fMX B oodjc 


x^ t Mdx = fdxydx^ 
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特別地，当 / Cpel 时，上式铳是测度的可數可加性，从这里还 

可看到，通过点某的特征函数，枳分与测度问越是可以互相转化 


的 


例若中的可测集， 〔( K 1： J 中毎一点至 
少属于上述集合中的七个则在，圮，…，中必有一个 
点集的测度大于或等于 t / n * 

证明因为当 [0,1] 时，有 

^6 ，⑴ 会女 ， 


所以 


J ： t>* 13 


0 >h 


n 


■ OOd 点彳. 


若毎一 个爪(4> 皆小于 t / n ， 则 

y r ' I m ( E i ') <A . n ^ fc m 

f - J n 

i - l 

这与上式矛盾，故存在 k 使得 m (£ i{j ) 会 

定理 4.8( Fatou 引理） 若 {/ k ( x )} 是上的非负可测菡数 


列，则 


f 


H 


/ k (x)dx, 

i -*^J E 

证明令 hW =inf{/yOO :;> 々}， 我们有 

卜 1,2, …， 

im f k (x) ^ lim g k (x) t jc£ E 


(4.0 


8kW<9k^ri< X )f 


而且得到 


从而根据渐升列积分定理可免 I , 


im 9 k Cx)dx 


Hm ； k ix)dx 


lim g k (x^dx =U 








<li 
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Fat ⑽引理常可用于判断极限函数的可积性.例如当上上的 
非负可测函数列00 } 满足 




时，我们就得到 




f k Cx^dx^M 


下面的例子说明 Fatou 引理中的不等号是可能成立的 
例在上作非负可测菡数列 t 


0, 


0 < x < 


打 = 1 ^2^ 


八00 = 


< x ^ l r 

显然， lim / n W=o 因此我们有 


0 , 


limf n ( x)dx = 0 < i - H 


f^dx 
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作为本节的结束，我们给出一个非负可测函数可积的另一等 


价条件 


定理 4.9 设/以）是£上的几乎处处有限的非负可测函数, 

在 上作如 下划分 

0 <yk<3fk*i< •—oo , 

共中 h +l - h = ( U , •■•)• 若令 

■ -k. _ -j - 

= {^€ ^ : feu 

则 / co 在 f 可积的，当 i 仅、级数 


\ ti \ 




此时有 


- g ， ⑹ 


/ OOdx * 


m 


证明因为 


(£ fc X\ /(x>djr<^ +i m(B k y f 


ifk 


所以 我们有 


IMM - 

fix ) dx ^ 2] j/jt + l m ( E k ) 

i _ ^ ■ J ^ j ^ 

J 


=y]o^^» - A) m (a) 


i _ D 


由此立即可知结论成立 


吞4,2 — tt 可洌面数的积分 

(一）枳分妗定义与初等性质 

定义 4.3 设/0)是£上的可测函数 • 若积分 

广 （ x ) dx , \ 厂 （xjdx 


中至少有一个是有限値，则称 


I 


J 


/■ ⑴扣 

为/00在£上的积分.当个 租分値皆为有限 时, 

/OO 在£上是可积的.或称/7^ :_ £上的可积函数_在 E 上可积 
的函通常把 [1*] 上的 Uk as u e 积分记为 


/ ⑴ dx = 


，十 ⑺ fU 




称 


/Mdx 


由于等式 


/ + <X)dr + \ 广 （ x)elx 


|/Cx)|dx = 


成立，故知在 {^25 测的条件下， /oo 的可积性与 i/o) 丨的可 

积性是等价的 
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IfOOldx . 

若 / OO 是石上的有界可测函数， am < S )< oo , 

事实上，不妨设 I/WI 矣£>,由于是 H 上的 
非负可测函数，故有 


<4.6> 


\fW)Ax ^ J Mdx = M * nt( 石） <oo, 
由定义立即可知下述简单嚷实！ 

< i > 若/€[(£)，则 fOO^HJh 是几乎处处有限的 

(ii) 若 £ 云 / ，乩 /C*) = 0 


(于石）， 


C 




事实上，因为丨/以>1 =0 H , 所以 


tx)dx \ ( 


1/001 


OiO 若 h 的可测函数， 幻且 l /00 l < ff 00 
( a ： g £), 则 /“( e >. 

事实上，由非负可测函数的积分性质可知， 

1 f(x^\dx <f g(x)dx<i 


w 


从上述事实 n 』 以看到，若且 tf 00=/( x ) 


/( x)dx = \ dix^dx 


因此，改变一个函数在茗测集上的値，不会影晌该函数的可积性 

与积 分値， 


定理 4. kk 积分的线性性质> 若 / t geUE } $ 


<0 \ 0 /{x)^x^A /ix)dx t 
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cfM + 9 (x^dx 


f(x^dx+ l g(3c)dx 




ii 明- 不妨假定 / O ) 与 £? w 是实値函数. 

(i) 由 

/ + oo = (i/ooi +/oo)/ 2 , roo = (1/(01 

立即可知，当时， 


Cc/y^cr, Ccfy^cf-^ 

根据积分定夂以及非负可测函数积分的线性拽质，可得 


- 1 e 广 0 )dx 


fr 父 "I = 4 

当时，（-/)七=厂， <-/)--/+ 同理可得 

广 wdx — 


fM^x 


/ 十 OOdx — 


J 


广 1 "(jc)djc= — 


(_/00)d 欠 


fMdx 




当 c <0 时， ^/ W = - fH / W . 由上述结论可得 

一 f \o\fCxydx 

■ ' S 

J, f{x^dx m 


jl cf(x^Ax 


- k |/< x)dr 




/Mdx 


=C 


<?/00 的可积性是明显的， 

( ii ) 首先由于1/00+£?00丨<|/00丨+ |300丨，故可知 

其次注意到 

(/ +忍>+_ C / + p >' = / + ff - f + - r + ^ - g ~ 9 

cf + 9 } + + /~^&~ = c / + p )"+/ + +5 + ? 

从而由非负可测函敎积分的线性性质得 

■■■,_■ 

I (f + ff^W6x+ f rcx)dx+f g-(x^dx 


H 


(f ^ g)~(x^dx+ f+(x}dx+ j ^9+C^)dJf # 

固为式 中毎项 积分値都是有限的，所以可移项且得到 


18? 



I 


/(r)djc+ 9 Mdx m 


Cf<x} +g(x-))dx 

关于函数的乘积我们有 i 若 feL ( E ), SOO 是石上的有界可 
测函数时 ， m / • 这是因为我们有 

|/<x) - g(x^\^\f{x} | • sup | 众 00 |， 

V 紇 & 

定理 4.1 K 积分的绝对连 续性〉 若/€上(£)，则对任给的 
C>0, 存在 5>0, 使得当五中子集 f 的测度<5时 ，有 






E 


E 


E 


fCx^dx \ < j i /( x > | dx<e 

证明不妨假定 / OO>0. 柜据渐升列的积分定理 4. 4可知， 
对于任给的00，存在可测筒单函数 0< f00</00 0€ 
H ), 使得 


(4 7 ) 


O 


[/(x) - f = \ f(x)<\x Kx)dx < 士 


6 


2 


E 


E 


S 


现在假设 kOOISM ， 我们取 6 = 则 j 且 m (0<5 

时，就有 


f(^x)dx = \ f^x}dx - ^ f (jc)dx + \ p^ydx 


[/ ⑴一中 ）] h + \ ^pMdx 


E 


£ 


a 




< Y + M * _>< Y + 


定理 4*12 设圮 eK 々 = l ,2，".）， E i r \ E i = 0 ( i ^ D , 若 


/ ⑻在 


= U £ 

i ™ 1 


E 


k 


上可积，则 


V 


/(j：)dx = \ f(x^dx 


(4.8> 




£ 
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证明根据 /€[(£) 以及非负可測函数积分的可数可加性 
(推论17)，我们有 


/ ± (3 ： )dx< |/<3 ： )idx<oQ 


从而可知 


fWdx= 2 


/" W dx 


f + W dx - 


J 




/+ OOdx - 


例(可积函数几乎处处为，的判别法） 设若 

对任意的 [ a ，办]有 


/(x)dx = Q, 


则 /OO = 0 a • 

证明若结论不成立，则存在 m (£)>0 且 / Of > 

在 丑上的 値不等于零.不妨假定在 S 上 / O 0 ><)• 作闭集 
FC ： 五且 m ( F )>0, 幷令 G = ( a ，》 VF , 我们有 

/( x ) dx^h f / Cx ) dx = /( x)dx = 0. 


J 


因为 /( x ) dx >0 t 所以 


/(xydx = 1 /( x ) dx ^：0 f 


其中为开集 G 的构成区间，从而存在 n 0 ， 使得 


/W dx^zQ, 


由此可知 


/ Mdx ^ o 或 j 


0 




这与假设矛盾 
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伊 r 设沒00是£上的可测函数，若对任意的都 

有/ • ^!乾—士考_测_寒外，足有界函数. 

事实上 3 如果结立，_末一定存在自然数子列{ I }, 


使得 


| <^( +1 }> = m <£ l )>0, i = l ，2. 


■ ■ ■ 


* 


现在作函数 


3 ign ff < x > 


x ^ E if 


11+< 


(尽） ， 


/W = 


* = 1,2 




0, 


因为 




\fix)\dx 


=s 

i - 1 


( E^ m 




3> 


IJ 


所以但我们有 

^ f (^) 总 0Qdy> (f) 饥 （&) = OO, 

这说明 / • ge ^ CEy , 矛盾. 

定理 4 . 13 (积 分变量 的平移 变換）若则对任意 

^jpe R \ /u 十 joe 【 （及 o ， 且行 

J /(x + ^) d^=J 


/ OOdx , 


(4,9) 


证明只需考虑 / OO 30 的情形_首先看/00是弗负可测简 


单函数 i 


,00 = ⑻, 

im\ 


xe 


此时显然有 
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/ O ”）= 2 〜 -…⑽ 

t ■ 1 

它仍是非负可测簡单函数，从而知 

t 

/(Jf + y)dx = m ( E i - W ) 


m <- E o = J 




其次考虑一般非负可测函数 / oo . 此时存在非负可测苘单兩 

数渐升列{以00),使得 


Jim p k OO 二 J<X>, 


显然， + 仍为渐升列，且有 

Jim <p k (x + y) =/(x + y ) 9 x ^； 


从而可知 


/(x + y)dx = lim 


ip k ( x^^dx 


=li 


^ fc ( x)dx = 


f <^ ydx t 


ml 


(二）控制牧敛定理 

Lebesgtie 控制收敛定理为积分与极限次序的交換所提供的充 
分条件有着广泛的 应用. 它是 3> h eS g Ue 积分理论中最重要的结果 

之 一 、 


设 = 且有 

lim /k(x) ^/(x) 


宠理軋1^收故) 


a 


若存在 E 上的可积函数^00，使得 


， & = 1 ， 2, ，._， 


■■:沿 


f k ( x)dx = j ^ fWdx m 

通常称 F 00 为函数列{八00}的控制函数， 


li 
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证明显然，/(幻是£上的可测函数，且 
可知， I/W 
作函数列 


，因也是五上的可_租画 


s k W= 1/ fe M* /OOI ， K = i ， 2, …, 

Wl 9 k e N , 0^ g k O 0<2 FO 0 a = “， ）• 

根据 Fatou 引理，我们有 


(x) Jdjr^ [2,(^0 — 5* ( 尤>]如 ， 

k^^JE 

因为 FOO 以及帑个 &00 都是可积的，所以得到 

幷注意到@办 OO =0 a_e t# 可得 


im\ ： 2F<ix) - g k 


2 FCx ) dx - 


2F(x)dr- li 


g k Mdx ^ 


消去 2 FWdx , 


Uif 


g k (x)dx = 0 


最后，从不等式 

\\ g f k Mdx-^ f(x)dx \ < |^[/ fc W-/WJdx 

g k Wdx 


立即可钿，定理的结论成立. 

推论4, 15( 逐项积分）设八 eU£>(& = i,2, … ）， 若有 


S I A W \ dx<^oo f 


〗】=；八00在忍上凡乎处处收敛；若记其和函数为 /CO ， 則/6 


L ( E ) 且有 


f k ( m x)dx = \ fix^dx 


(4,11) 


证明作函数 
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尸 W = 2 \ fkM \ 


由非负可测函数的逐顼积分定理可知 


aiiFe ^ c ^). 从而广6)在£上是几乎处处有限的 • 这说明级数 

s n w 

在 石上几 乎处处收敛.记其和^数为 /00. 由于 

«| 

八⑻ I =尸⑻ 


F^xydx ^ 


故 feuE \ 

现在令 fl m OO = ^ fkM ( 


i ,m 


■" 




(^) I < 2 l / kWK ^ W , 


= J ,2, 


8 


■丨 ■ 


于是由控制收敛定理可得 

/⑺ dx -[ lint g ^ x^dx 


(r)dx = f k Mdx^ 

定理 4.16( 积分号下求导） 设 /dW 是定义在 Ex 上 
的函数，它作为 x 的菡数在£上是可积的，作为 y 的函数在 
上是可微的，若存在 F € U £)， 使得 

/( U /) 1<尸00， 


9 


(U 06 (O )， 


P 


d 


证明任意取定以及 A * 


f(sc r t/)dx 


( 4 . 12 ) 




y 


), 我们有 
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f(x，y + k k ) - Rx ， y 、 


d 




Um 




而且当 A ： 充分大时下式成立（可从微分中値定理考察 h 

! +A^) - /(w) 


<F(x), E 


h 




从而由控制收敛定理可得 






/dy + M -/Od) 


d 


li 


ml 




y 


= L r/ 


ix t !/}dx m 


v §4.3 可积函数与连续函数 

■ 

■ 

从可测函数与產续函数的密切联系中，可以导出可积函数与 
连续函数的一定关系，它将有助于我们进一歩硏究可积函数的性 


质 


定理 4. 17若/€以幻，则对任给0>0,存在&上具有紧支 
集的连续函数500，使得 


1/(^) - 0<x)j dx<£ 

证明由于故对任给的 O >0, 易知存在 / E ' 上具 

,使得 

1/00, （00 |dx< 音 

不妨设根据 JipHB 定理的推论，存在《•上具有紧 
支集的连续函数 ao )， 使得且有 

mi{x ： l?(x) — 000 1>0})< 


(4 J3> 


AM 


从而可得 


POO \dx 
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=f 


! 妒 0) -300 — 


f f I 1 i^C i >- .fl- 


H > fl 


8 


^ 2 M ^ m {{ x : \ fix ) - ff ( x ) 1 >0} X ' 


2 


最后，我们奋 

■ _ L 

\ f <, x ^- s < Ty\&x 


£ 


B 


e 




I/O) - p(r) fdjc+ \q>W -^(x) |dx<—+ — 


2 


E 


上述事实表明，若则对任给的 e > o , 存在/的 


分解 


/( x ) = "(:> + c/w -£/(:>] 二八 w + / zC ^>, w 石， 

其中八00是及 ■ 上或直紧支集的连续函数 l 在£上的积 
分小于 

一 3£®?7 r 8( 平均连维性> 若/€ 则有 


B 


li 


|/(^ + A ) -/ ixy\dx = 0 


(4, 14) 


lill 


R 


o J J ? 


证明 任给 S >0, 作分解 /OO = +八00，其中 AOO 

是及■上具有紫支集的连续函数，八(幻满足 

\ f 2 W \ Ax <^ 

由干7,00具有紧支集且是二 

当 IMCS 时有 ' 


易知存在 5 >0，使得 


8 


f/^Jc + A ) -/ 1 U >| d ^< — 


R 


从而我们有 


|/( jc + A )-/( x )!^ 


a 


R 




f / i (^ + A ) -/iW |<Jx 十 


/ 2 0 c + ft ) -/ 2 ( r ) |dx 




II 


R 


R 
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J 


j/aC^ + A)|dx+ \f 2 (x)\dx 


十 


2 


= y + 2 J^ i 八⑴ fdx<£ * 

例若有界可测集， _ 

lim f| (£ + {A})) = mCE') f h ^ 


证明 考察特征函数对干我们有 


u> C^) = Xs (^ - A), 


以及 


JCfi'nf 丑 + “] >C^) ~ /.e — • 


从而可得 


i 


m (£ f ] (五十 { ft >)> 


因为 


f X ^ Wdx 9 

J X* 


CE ) 


/ s (: x^dx 








所以 


(丑 + {A})) -m(E> |< 


Xe< x >\ XeMI^ 


<J _UbC^- A>-Jf £ C 0 |dr, 


根据可积函数的平均连续性可 


推论 4. 19若/€[(£)，则存在具有 

{仏00}，使得： 

(i> lim<p k W =/C^> 


的阶梯 函数列 


e.x€ E; 


I 


1/0) - BO〉|djr = 0. 

证明根据定理 4. 17，可知对任给的 e >0, 存在 R ■上具有 
紧支集的连续函数 啦 h 使得 


(ii) H 
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B 


\/W - gixy \ dx < 

不妨设 POO 的支集含于某个闭方体 

> f n ) - " = U …七 o 是自然数 } 

內，由 aco 的一致连续性不难证明，存在支集含于/內的阶梯函 
数使得 


S 


wmw 




£ 


9 M - ^ CxyidxC-r 


Zj 。山，（文）， 

i - \ f 

其中每个乙可以是含于 / 内的二进方体.从而我们有 

丨/00 


Ky > = 


2 


i / w - ffwi d ^+ J \9 M -< pM\dx 


E 




Cy + \9W |djf = y + 

于是对 q = = 就可取到具有紧支集的阶梯函数 

mnw }， 使得 


€ 


e 


e 


=£ 


， ■ 


lim[ 1/00 - 炉 fc (r>|dx = 

I 一 J 在 


对任给 a >0, 令 


£“< j ) = { x ^ E ：\ fCx ^ - < p k M \^ a} f 


则由于 


CE k Cay^jnxy ^ 9 k M\dx f 

可知伏 - oo ), 即{*^00}在£上依澜度敛于 
/ Cx > # 根据定理 3. 17，存在 { iPdx 〉} 中的子列几乎处处收 
敛于 /(x), 此子列滿足 (i) 与（彳 i>, 

供 若{心00}是[心 M 上的可澍函数列且滿足 

■ 

0) \g n (x)i^M(x^ [a,6], n= 1,2-0* 

( ii ) 对任意的 


a * 


li 


( x}dx s = 


則对任意的有 
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I 


fWffn< x ^ X = 

进 明对于任绐的00,可作阶梯函数 KX ), 使得 


Ji 


/00 -< pM \ 


x < 2 Ai 


不妨设 （00 在!>, O 上有表示式 


^(文）， xe [ M )， 


其中 Or " «*<^3 Cp = 因为 

PMg^xydx 

且从假设可知存在％，当口>%时， 


r 


i - l ^ K i - i 


J 


1 


( x ) dx 1 , 

上式右皤小于 ^ 所以 


最后，当《>%时，得到 


II 


[/OO -KOftOOdjrj 

+ | j * 

< Mf * |/(Jf) -ff(Jr)|di ： + y<f 


§4.4 Leb « gu * 积分与 

至此，我们巳经基本上建立了 Uheagae 的积分理论，在进 
—步介绍这一理论的其他內容以前，我们先来揭示它与 Ri«mami 
积分的关系.这一关系可以用一个公式来表达，它不 R 说萌 Le - 

积分是 Hie mann 积分的一种推广，而且为一般有界函数的 
Niemann 可积性提供了一个筒明的判别准則，本节仅讨论一维的 
情形， 在这里要用到 Riemaim 积分理论的下述事实， 

设 /( A 笾定义在上的有界函数， {化1 是对 0,6] 

所作的分划序列* 


积分 


temann 


eecue 


J 43 


< x ?><“• < xt n 打 =n 

R 


\ A ^ n> \ = rnax { jc < # m - lim |4 t,J | = 


若令（对毎个 i 以 及打） 


M :” = eup {/ ( x ) : x ^ 2 ! / 

my -= inf {/( x ) 


则关于 / W 的 Darboux 上、下积分下述等式成立 t 


-■ 

/( jf)djc lim ^] M ^^ Cx \ rt} - x \ n 2 


) 


/( r)dx = 

卜】 

引理 L 20 设 /00 是定义在 /< aj ] 上的有界函数，记 wOO 
是 / W 在 [ a , A ] 上的振幅（函 数〉， 我们有 


*>(x)djc = \ /(x)dx - \ /<jc) dr. 


U. 15 ) 


左端是 W ( r ) 在 J 上的 Lebes^ue 积分. 

证明因为/00在 [ aj ] 上是有界的，所以叫幻足上 

的禮魯射数*由 §1.5 之（二）中的例可知，^^是 

函数， _ wEL ([ a f b ]\ " 

对于前面所说的分划序作雨敎列 




、 1 


* 似」 = 


y 是 AM 的分点， 


1 ， 2 ,… ，片 n ， 

E = [ a ，^:* 是 A“(n = 1，2, …） 的分点 } 

显然 m (它 ）=0 且有 


打 = 1 ， 2 ， 


I = 


lim^ A <«>Cx) [a M bJ\£ , 

*-H - 

现在记各为 / OO 在 I > j ] 上的上、下确界，由于对一切 n 有 


141 



> W ^ A - B ， 故根据控制收敛定理（控制函数是常数函数）可 




知 


5 


}(^x)dx = \ 6 ><A ： )djt ： 




III] 


另一方面，因为 


^( x ^ dx = — ro ^ fl> ) 






所以得到 


〜 ⑻ tbf = 1 / C > r)djc - J fixydx , 

定理 4. 21若/00是定义在 La f b 2 上的有界函数，则 / O 0 在 
1>上是 RiemaiiA 可积的充分且必要条件是 T /00在 [>,&] 上的 
不连续点集是奪测集. 

证明 必要性.若 /00 在上是 Ri«^ nn 可积的，则 
/(3 C > 的 DsrfcdUJi 上/下积分相等，从而由 （4.14) 可知 

& i ( jc ) d:c = 0 

因为所以 ft)OO = 0 a . e .. 这说明 / oo 在 [>,&] 上是几 

乎处处连续的, 

充分性，若/00在 [>， fr ] 上的不连续点集是零测集，则 KO 
的振幅函数 几乎处处等于零.从而山 （4.10 可知 


= li 


u^r ? 




fix)dx - /( x)dx - ( i }^ x^dx = 0, 


即 /00 的 Darboux 上、下积分相等，/00在 [> 上是 fliemauu 
可积的. 


定理 4. 22若/(4在 / = 上是 Rie 
/00在上是 Lebesgue 可积的，共积分値相同. 

证明首先，根据题设以扶上述定理， /( 勾在 o /] 上是几 


可积的，则 


ann 
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乎处处连续的.因此八幻是 [> 夕]上的有界可测函舦 , /e 

其次，对的任一分划 




= ^ a ^ ^ 1 ^ _*• < 叉 ft = 办 


根据 Lebesgue 积分的可加性质，我们有 


f /(3f>dx = 文 [ 

J/ frj J [ ，卜 ! 


fWdx ^ 

记分别为/00在上的上、下确界，则得 


^ i)<f 

J j ■ p 


/ Cx } dx ^ M i { x i — U 




从而可知 


yi po- 

2 m i<^ x i - X I - iXj - J 

〜’ ; 各取独 f 

/(x)dj ： = j /(x)d^ = |Vwd^. 

这说明 /OO 在 l >>] 上的 Lebesgue 积分与 Riemano 积分是相等 


立即搏到 


于是在上式左1右端对一切分划4 


的. 


对于无界函数的积分或函数在无穷区间上的积分情况就不冏 
了， 此时， Riemaim 积分是作为广义积分来定义的. 例如&或 

〃是/00的瑕点时， /( 幻在上的积分定义为 

/( r)dx 或 】 i 


I 


f ( x ) Ax . 


li 


在这一极限存在的意义下，下述定理反映出 L ^ besgue 积分是绝 
对收敛的积分. 

定理 4. V 设是逮增可测集合列，共幷集是五， 

fe ^ E k y ^ 1，2， 


■ ■ ■ 


若极限 


f / W ! 
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存在（右很），则有 


/ (jc)djc =? lim | /Cx)dx ( 

i — J fl t 

证明因为{丨/00以^(0>是非负渐升列，且有 


iim\/Cxy\y k ix) - xeE 


所以由渐升列积分定理可知 


JM\xe 


f (x) I djc = li 


tiii 


|/( JC ) | dx < oo f 


<li 


即 /€【（ 幻.又由于在 E 上有 

limj - fM t 

* 






故根据控制收敛定理可得 


/( jc)djf ^ limj /( jc ) dx . 


在上述定理中，特别当 A 是矩体匕（例如&中 
汰= 1,2,…）， S = [0, oo )) 且/00在每个 / fc 上都是有界连续函 

数，以及条件 


limi | /<jc) j dx<oo 


成立时，我们就可以通过计算 memmn 积分 、/0：) dr 而得到 


Lehesguc 积分 


/(jc)dx = li 




的値 


还应指出的是，上述计算方法与的选择无关，只要保证 
它递增到幷集 
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下面两个例子指出广义（即 Guchy 意义下的） ttiemaim 积分与 

Lebesgue 积分无直接的蕴涵关系. 

例若 /00 = sin > T / A 则它在上的广义积分为 


I 


sin x 1 n 

^ -- dx — 一 


2 


但我们有 


sin x 


djc = + oo 


这说明 / FU [0,〜：1). 

例若在[0，1]上定义函数 


0, 


/00 = 




c-o 


则其广义积分値为 


I 


= 1 — In 


但我们有 


J 0 


这说明 


§4.5 霣积分与累次积分 

硏究重积分与累次积分的关系是数学分 析中最 重荽的课题之 
— ,在 Riemann 积分的理论中，如果在 J =[>彳] X |»] 

上连续，那末下述等式 


J, /(x,.v)dxdy = JJJ fix.jf^dy jdx 

成立，本节的目的是要在 Lebesgue 积分理论中建立类似的定 
理 —— Fubitti 定理.虽然它的证明要繁难一些，但因有着广泛的 
应用，这一努力是有价値的* 
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(一 > Fubini 定理 

不失一股性，我们令 n = P + 心其中是正整数 


ff = (，^ p+i t 屮 2 , •“， fn 〉* 

, CU 卜 （f i … Jp 〆 叫，…， f B > 


幷记定义在上的函数 / 的积分为 


f(^x r i/)dxdi/= n /(nOdxdj 


我们荽解决的问题是等式 


f n/(^^)d^dy= f p dx\ 
J R Jr J 


/ Oc，jOdy 




何时成立？ 

为此，让我们分析一下上述等式的意义，左端是 <在 j *" 上 
的积分，当然必须要求 "上是 可测的 I 右端称为累次 
积分，即 /( l 妗先对 p 在^^上 积分， 然后 

k 

fCx ^ y^dy 

再对 x 在 I ?” 上进行积分.这就要保证 /( r ,#) 作为*的函数在开〃 
上是可*的，还须使 




作为*的函数在上是可测的，在此基础上才能谈到它的积分 
及其相肄的向 《• 与往常使用的方法一样，首先讨论函数是非负 
的佾形.我们提出下述形式的定理， 

定94 . 24 ( 非负珂谢面微情形的 Ton.lli 走现）设 K «, y ) 是 

R * = /^ X 把吐的非负可测亟数，我们有 

( A ) 对于几乎处处的 

的非负可测面数> 

(幻记 


作为 J 的函数是及< 上 
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F tw - f 

S k 

则是上的非负可测函数 

F f ( x)dx 




dx 1 


( C ) 






» 




因为非负可测函数是非负可测简单函数渐升列的极限 * 所以 

我们自然想到采用从筒单函数类出发，再扩大到非负可测函数类 

的 i 正明方法.下面导入的 W 现可以使定理的证明叙述得简明一 
呰.我 们记湛足条伴 （A),(B) 及 （C) 的遣负可蝌函数的 今怅为 ^ 

(显 然非空）， 


引理 4*25 


( i ) 若/€叉且 a >0， 则^ 

00若八，//^，则八十/乂，； … 

( iii ) 若 义>一 6 0，少）>0且則 

f -托 ，I 

fiv > 若八€ 义（七= U 2, …）， ； fcC ^, J /)^/ fc + i (^^ V>Cft *1.2. 

■ 

) ，見有 


lim f k (x t if) 苗他，”， 


则 /€JT 


证明裉据积分的线性性质，（0与作）是昆然 成耷的 • 

( iii ) 因为0€，且可积，所以由 （ O 可知00是几乎件处 

有限的 • 由此、 g _ 教据<®)可知，对几乎处处的， 扒 m 看成夕 
的函数在几乎处处有 限的， 于是从等式 

9 i x > yy > +5 <xjo - 

立即推得/ - 0是满足条件 （ A )， （ B > 与<(：>的- 

( iv ) ( A > 显然 * 1 
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f 山 (U)d 火 

J 及 


U /<x ， 

I 

fix . y ^ dxdy - li 


j^ydy « li 


ill 


CC ) 
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八 （ n ) 办 dx 


lim 


dx " Iim/ k Cx^)dy 


dx\ /(x y ^d^ m 
J 〆 

定理 4,24 的证明 首先，定理 4 . 24 的结论现在可改述为 t 凡 

非负可测函数皆属于，.其次，根据上述引理 之 （ b )_， mbbm 
指 t ij 非负可测简单函 数 即可， 又由于上述引理之<»>,实 

(1) £ = /, x /,, 其中 八与/ 2 各为 A * 与 中的矩体. 

显然，我们有 ^ 


x E < x ^'>^ xd y = m lM)= Uif x ! ^2! 


另-方 面，对每个 hCuo 显然是上的非负可测函 

数，且有 


I / 2 1 ^ I iy 


F xW = 


^ eti . 

从而可是上的非负可测函数，以及 


f F 々 )dx = 

J RP 


这说明叉， 

C 2> 若 E 是 JT 中的开集， 


丑= U “ 
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其中 h 是互不相交的半幵闭矩体，则 

事实上，令 


^ - 1 

mo )以及上述引理之 （ ii ) 可知 Xj , t ejr m 文根据上述引理之 

(iv) 吋知 ； f B C, 

<3)若£是有界闭集， 则五 可表示为 面企有显茄集姐羞_集^ 

从而由 （2) 以及上述引理之 ( Hi ) 可知 Xb €^ y 

( O 设是递戚可測集合列，且，记 


= 

t - ] 


E 


若 =1，2广，），则 

事实上，把看成 A ， ☆看成/，那末类似于上述51 

理之 （ iv ) 的证明方法，用控勒收敛定理即可得证 t 

(5) 若石是零測集，则 

事实上，此时存在递臧? f 集合列 { G fc h <7 A=) £( 左 

- I 

M 

( G k ) = 0 


1 > 2,»0 




使得 


li 


= f | G k , 則由（2>以及（4)可知 Z h G ，* 又 F 匚开，幷注意 


到 m ( H ) = 0 ,我们有 


f 户 f 


Jh ( 龙， y)dy=o, 


以及 


Xj(ac,J/)drdj = 0 




X 




即以满足条件 ( C ), 实际上，上述等式还指出，对几乎 处处的 


托心，有 
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I 


F,_Oc) 






j ■《于 


从而立即推出，对几乎处处的 

达说明；^满足条件 （ A ) 与 （ B )， x E e^ m 
Co 若 则 x £ ^^ m 

事实上，因为£可以表示为两个男 j 想交的集合的幷 


V 


冇 = 


f 


E ~ 




_其中毎个/\都是有界闭集， m(Z)= 0 


^0 


K 


F 


令 


由（3>以及用类似于 （2) 中的方法不难证明^ . 最卮根据 


等式 


X £ <XjO =Xk<XjO +Xzix f s>y 


立即得到心€ JT , 

■ 

洼意 t (i) 在定理 4.24 的证明中，改变 re 以与托以的 
次序结论同样成立.因此，实际上我们可得 


J , 


/( r , y)djcdy = 




t 


dx 




(H) 若 /(UO 是 E 上的非负可测函数，则可用 

代替定理 5. 24中的 /(w>， 我们有 

fCx 9 p^dxdy= f t djrf J(x ， 10 如 . 


) 若广 d( 犮 *)#0，y) 


定理4,26(可积® 瞰 情形的 Fubir,； 


e 


(A) 对于几乎处处的 /Of J ) 是及 f 上的可积函数 

( B ) 积分 
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1 

J ■? 


是上的可积雨数 

( C ) 我们有 


J 


Ux . jf^dp 


f { x ^} dxdt / 


X 








dff \ ^ Hx r y)dx 


证明令 /( A ： v )=/ + Ud )- 厂 （ Xd ), 则根据非负可潮函* 
数的 Tonclli 定理可知，与 /-( w ) 满足上述条伴 （ A ) , 

(B) 与 （C>_ 注意到所有的积分値都是有限的，从而可以作戚法 
运算，幷立即得出定理的结论， 

注 即使的两个累次积分 存在且 相等， /( AJO 在^ 

上也可能是不可积的， ^ 

■ 

(二）积 分的几何意义 

大家知道，积分与测度是相通的，下面我们将 s 过（一>中的 

1 ■ 

定理来讨论低维欧氏空间中点集与高维欧氏空间中点集之间_的测 
度关系，幷给出积分的几何意义 

定理 4. 27 设 B 语 

令 


中的可测集，对任意的 


E(x) = (y^R ： (x,iOe^}, 

称它为点集 E 在 x 处的截段集，则对几乎处处的 r , £00是 

中的可测集，爪（£00)是及*上（几乎处处有定 义的〉 的可测函数 


且有 


m (£) = m (£( xy}dx ^ 

J 斤 fi 

证明只需在 Tonelli 定理中令 / = x £ 便可得 it 
定理 4. 28若乓与&是以与扪中的可测集，则^ 
f 中的可测集，且有 

m ( E 1 x = m ( E t ) - m ( E 2 ) m 


是 
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证明因为 


* XeXP ^ = 

p 中的可测集，则由 TWelli 定 


所以若能证明尽 x £ 3 是 

理立即推知 


x 


( E t x E ^) - 

■ 

七 〜⑺ M 

現在来证明五，:<£： 2 是 Jr x 

表成可数个点集 AyB 的幷集，共中 A f B 是有界闭集或零测集 . 

故只需讨论两种情形 I 

Ci ) A 是零 测集. 此时，对于任给的.可作中的 
开矩体列 {/ fc } 以及及中开矩体列{/|>,使得 

- ■ V? AA 

U “] A ， Si “丨 

Jt ™ 1 i — 1 


2 ( x f ^dxdff 


r " 




X 〜 C50 办：， m<K 2 > 


中的可测集.由于 Ax E 2 可以 


(J 厂二丑， 

卜 t 

中的开矩体列 { Ux / J 所覆盖， 因此我 






显然 ， Ax 

们有 


(U (/ fcX 八 )） 

' k t ， - 1 

30 OO 

<SlM - - Si 人 

t - 1 f - T i - 1 

中的零测集. 

( ii ) 力与 B 都是 有界闭集.易知 A x 5 是及 f 
集，是可测茱. 

推论 4.23( 可测函数圉形的测度）设 / W 是 E 上的非负实 
値可测函数，作点集 

C E if )^ Ux r pye 




\ii] 


ji 


这说明 Ax 是 


中的闭 
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称它为 /在£ 上的图形 .（ 注盘， E 是中的点集* G〆 /) 是 

中的点集. ） 我们有 


(〜（/)) = 0* 

证明不妨设 《*(£)< 对任给 s >0， 作分点 

0, 26，•_•，衫 ， （t + l )3， 

^ E k -{ x ：^5</ Cx )<(^ + 1)5}( =0> l f *->♦ 显然有 


\ti 


« 疃4 


(/)= 


G 


从而得 


(/) )< (/)) 

* - o 

DC 

• m (£ fc ) - d ^ m (£) 


由 5 的任意性可知 


(0 E (/))^= 0 

定理 4.30( m 分的几何意义）设/00是 E 上的非负实植函 


\111 


擎 


，记 


c^c/> = G E cn = {(x f ^eR AJti ：^E o< j</<:^> >* 

称它 i / 在的下方囹形集.我们有下述结论： 

G ) 若 / oo 是可测面数，则沒 </) 是及中的可激臬 ， a 


有 


/( r)dr 


(以 /)) 


\ H \ 




中的可測集，黯 / W 是 


( ii ) 若 J ? 是可测集， G (/) 是 
可测函数，且有 


( GC /» = 1 / C ^)^ 


这正是 Riematm 积分中曲边梯彩面积意义的推广， : 

证明 （1) 若/00是一个可测集上的特征函数，结论显然 


X5S 



成立 • 从而对子非负可测筒单函数结论也眞（注盘，在互不相交 

子集的幷集上的下方图形等于在每个子集上的下方图形的幷 K 
于是，我们作非负可测茼单函数的渐升列{作00}收敛于 /0 O , 


易证 


limQC 9 k )[JZ = a ( f }, 


z ^ {d/00) : 文 e 

■ ■ 

中的零测集，所以 GCf ) 不仅是 


因为/的图形集 G〆 /) 是 
*" +A 中的可测集而且还有 


+ 1 


CQ(f^)y = lim 


<jc>d3c= 】 /0rJd\ 

H 中的可测集，由定理 4 , 27 可细， 

对几乎处处的 J^W 1 , 截段集 "CO 是中的可测集，但我 H 有 

H(y) 

因此除一零测集中的 J 値以外，是可测集，这说明 
/ 00 是 £«=/^ 上的可测函数，根据 (i ) 即得 

饥 (Q(fy> 

(三广 Fubini 定理的应用 

设 / 00 和 SOO 是及 * 上的可测面数，若积分 

J ^* 


st lim 


< n ) 设//=0(/>是 


fMdx 




存在，则称此积分为 / 与 0 的卷积，记为 （/ 米 5)00. 

■ 

注意，这里的 / Of - y ) 是 
这是因为若令 jo = / oo ((\ y ) e 


' 上的讨测函数 _ 
) ，则由于对1€於 


X 


有 


故根据 / OO 的可测性，是 

的非奇舁线性变換 r 


上的可测函数_现在 


作 


到 
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4 一〜 




V = f + 打， 


显然，在了变換下， F 变 - y 】 + D = —心 • 从而可知 

fd 是… 

定理 4. 31若/，奸[(斤），则 （/ 豢的 （x > 对几乎处处的 
存在， （/ 来3>00是&上的可枳函数且有 


上的可测函数（见推论 3.24) 


!(/ 来5>00|如 


)(L 1 . 900 心） 

证明锌先设/00>0、 ffW >0 9 因为 /( r-()0 ⑴迫 

上的可测函数，所以根据非负可测函数的 Toaelli 定理 


(I 


f / C ^> 1^ 


(4.1(0 




可得 


{ dx\ /CJc™ tj^C0 dt = f df f 

J ， Jj? n J〆 

g<0 d * f H x - *) dr 


f(x - t)g(tydx 


I 


g(0 dt 1 f^x)dx<^oo 


这说明 （/ 来 0)00 儿乎处处存在（有嘏），且有 


(/ 来 




/( 又 X 






其次，对于一般情形，只需注意 K/*5)WK<|/l^fff|>W, 


从而有 


1 K/^,) W |^l (J/|^UI)«d 


|/C 举 (渺 < oo . 

定理 4.32* 设/00是丑上的可测函数， 对任意的 A>0, 
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作点集 {工€ 五 ：1/00 1> A }, 它是坷测集，我们称 

/ + ( A > = E ： I / Cjc ) |> A » 

为 / 的分布函数（显然 /*( A ) 是 (0, w ) 上的单调下降函数入我们 


J/(x)rdx^pj X^/^dA 


(4.17) 


证明作函数 


1 , |/CO|>A ， 

0， \ fW\<K 

熟知 F < A ^) 作为 ： c 的函数是五： l/W 1> A > 上的特征函数 

从而由 Tonem 定理可得 


厂（心乂）= 


I 


I 


\ fM\^dx = 


pA f - x dA 


J dx j" pA 卜 1 F ( 久 , :)dA 




pA 卜 1 dA jc ) dx 


p A ^ V * WdA # 




(一） 下面讨论关于复值函数的积分，首先给出定 SCr 
定义若 *00, 是五上的实値可翔函数，则称/00 
= f 00+汴(幻为五上的复値可测函数，若 

j/Cx)|djc<oo, 

则称/00是 E 上可积函数， R 定义其积分値为 

/(x)dx = f ^<x)dr + * f ^(^c)d^c t 
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显然，对于 E 上的两个可积函数与.900，必有 


f(x)Ax + ^ \ gOOdr ， 

■ 

■ 

其中 a 与 iff 是复数*对于复値可积菡数，仍有下述性质 

定理若/00是^上的复値可积函数，则 


a 




x 


证明记 


/< x ) dx , 


则存在复数 a :| M =1， 且似=>|_显.然有 

Re[a/(x)]<|a/Cr)i = |/(x )|， 


从而得 


1 =；= a |* /(3 f)dr = J 


af ^ x^dx 


fixydx 


R«<»]dx<\ \fM\dx 


(一 0 积分号 T 取极限的充分必要条拌.在控制收 
敛定理中，函数列有控制函数存在是积分号下取极限的充分条 
件.在这里，茼黾介绍一下充分必要条件. 

首先我们看到， 若 feL ( E >， 则对任意的存在非负 

函数托 ME ), 使得 


I f(x)jdx<e^ 


C 只需令 = 21/001. >反之 亦然. 

定义设=1,2,"0,若对任意的*>0,存 
在非负函数 5€ M £)， 使得 
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if k (x)\dx^a f 


k 


/ \i 


則称 {/ jj 是五上的一致（或等度）可积函数列. 

显然，若 I / 〆 幻丨且 FeL (£), 则{/*}是£上的一致 

可积函数列，易证 {/ fc } 是五上的一致可积函数列的充要条件是： 

(i) sup( J/ fc (x) I dx}<00| 

ft >1 U £ J 

( ii ) 对任意的 e >0, 存在非负函数 AGiHE ) 以及5>0，使 
.得对于满足 


h ( x ) dx^,d 


的可测集 e ，必有 


定理设 {/ jfc 00} 是五上的可测函数列，且几乎处处收敛于 
实值函数/00,则 


1 , 2 , 


1 


li 


\fkW -f(x^\dx^Q 


的充分必要条件是，{八(幻}是五上的一致可积函数列， 


习 


1. 设 / O 0 是上几乎处处大于零的可澜函数，且满 

足 J ^/ O ) d ^ = 0， 试证明 W (丑 ）=0 

2. 设 feL ( fr )， /(0> = C 且广 （0) 存在，试证明下述积分 


P 


存在 I 






设 +■ 1/001) 扣 <沈.证明/61(〔0,2兀)). 
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4 -设 / OO 是 OM ] I :的递增函数，试证明对£^=[0，1] 


(£)=匕有 /(x)dx <： /(X)dx 

J 0 J E 

设 / gl (( o ， i ))， 若对任意的 支集在 ( o ^ i ) 中的函数 fle 
c *(( o ， i ))， 有 试证明 

Jo 

/(X) = tf ， 

适 /( JC > 是五 上的 作负可积函数.令 

E k = { x ^ Eifixy ^ k }, 




t 




5 




xe(oa). 


a *€ 


* 


* 


a ： = 1， 2〆 “， 


试证明 


y^m(E fc )<oo. 




7, 设是£上的非负可澜函数且 m (幻<«?，试证明 
/( X )是五上的可积函数的耷分必要条件是：级数 


_ 




收敛 


、 8. 设/( X )是上的正植可积函数 • 令0«?<6记 

厂= iEdia , b 2： m ( E » q }, 试诎明 . 


{卜叫〉 


inf 

E^r 


■ 

. 9. 设{八（幻}是五上的非负 可测函 数列， RmCEXoo , ^ 
® 明 依 测度收 敛于零（函数）的充分必要条件是 I 




^ L I 


dx = 0 




10 , 设{八（幻}是£上的非负可测函数列，且有 

fkW > fk ^ i < i x > < k = lf 2 ? -0, = f(xy 


k 
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又存在 fc 。， 使得⑺，试证明 


f k ( x)dx - | f ( x}dx 


li 


设 / OO , 八 O )， 八，，八 00 ,…是£上的非负可积函 

数，且有 


lim f k ^x)dx= JCx}dx 3 


lim / fc (x) =/(x) T 


*1 


试证明对于五中任一可测乎集〃，有 


yi ^ U . 八飞] 




lim / fc O)dx= f(x)dx m 




V 


^ 12 . 设 / ei (犮 *), / fc eL (胪） （ fc = i ，2, …），且对于任一 

可测集 Beit % 有 






/)tO)dx< / k ^ 1 cxydx 


fc = 1 ， 






^ : V 


\ 






li 


< ) 




■ _ ■ ■ ■ 




试证明 


lim/jt(x) = /(>)， 


-■J 


權 …。 


#13. 




tv \ 


K 


(i) 


YVU.fe 厂「： ■ 




b ^ 


14. 设/6以於）， a > 0 , 试证明级数 F (幻=；£；/^ + 0) 

在 f 上几乎处处绝对收敛，且是以《为周期的周期函数\ 

■ ■ 

feicco ^ D * 

45. 设[/»(幻}是/ = [ G ，1] Jlfe 可测函數列，且存在实数列 

使得乏>»1 = 


， Sg / hOO 在/上几乎处处绝对收 


163 




敛，试证明存在使得00在/上几乎处处收敛于零 • 

•16. 假设有定义在上的函数 Hx ) ,如果对于任意的 s>0, 

存在满足没(0</(笑 )< AOc)(;te 及*)，并且使得 

tkW ^ gdx ^ dx < e , 试证明/6[(於）. 

■ 

17,设 { E fc } 是测度有限的可槲集列，且有 




1 


ii 


\ XeA ^)~ fM \ dx ^ 0 ^ 


试证明存_可测集苏，使得/00 =心(幻， 

^ fB . 设 /fcOO 是 E 上非负可积函数列，且有/€以£>，使得 
. 心00在£上依测度收敛于 /W_ 若 


a.e，;c£ 


liml f k (^x)dx - f(^x)dx f 


试证明 


n 


l/ fc 00 - fW\^x 


nil 


i 19' 设/6[(把>， FW 嫌足 

\ F < x )- F ( yyi ^\ x ^ 3 ,\, 


试 ® 明 . 

-20. 设 / eLci ? 1 )， a >0, 试坻明 . 

lim n~°fCnxy 

I— 1 

V 2 K 设 /( 幻是 £ 上非负可測函数，且对任给 e >0, 有£中 
可测子集 A ，使得 


太，夕6. 




， a,e . 怎 G K 1 


miE\E^Ca t lim /0>dx 存在， 


试证明 /e[(£>. ! 

22. 设/€乙 (幻， 且有]* /00如=『>0，试证明£中存是可 
测子集〃，使得 


134 


/(Jt)dx = 


若存在 


23 . 设 / ei ( E >， o ， 是中的子 E 

■ 

■ 

A > 0 ， 使得 f \ fW \ dx ^ X \ I k l ( fc = l ， 2 ，."）， 


il 




t 7 , 




7^ 


b.i 


■ I 


■[ X — ■■一 


u 

- 1 




设中与正数 a 有关电 


24*. 


r \ 


区间，试证明 




J 

V :、、 


1 


/(OcwM dt - 


,且有 




25. 设 {八0)}，{心（太>} 是£上的两个可 




ii 


/* (工> =/(幻， lim5*(^> = 5( 丈) 


\U] 


hmjg k ^dx^j 


glx ) dx < 


试证明 


It 


li 


f k (x)dx= f{x) 


x 


k 


20 ； 试用依测度牧敛代#几乎处处收钕证明 


3：] 


收敛定理 


27 . 设) VOO, W/ 0 O 在（ 0 ,如）上可积，其中 *<*, 试证 


积分 


^ Hx ) dx , 


化<5，*) 


存在且是 《 6 (s，e) 的连续函數. 

、坊，设八幻是 （ 0 , 1 ) 上珣非负 可漬!函数， 若存在 IMfc 


m 



1 

[/ ( 欠 ） ] 对 ^ j n = 1 ^ *** 

试征明存在可测集 £ C (0， l )， 便得 

■ ■ 

/ O ) = Z £ ( jO ， a * e * x 6[^^] 

* 29 , i ^ feL ( R ^, 试证明 、 


务 1 


/( 欠 + tydx^ 


foo 


坤 


*劭.若对及 1 上任意的具有紧支集的连续函敢 

■ ■ < 


S 00 ， 有 j al /OOtfO) d r = 0，试证明八0 = 0， 

' 31. 设/(功 是五上 的可测函数，试证明1/ 2 00丨在 JS 上可积 

的充分必要条件是I 




设 /( Aw 定义在 圯上， 对固定的及 1 

/(欠，方）是夕 e * 1 <怎6及 D 的连续函数 、 u 、试班明存 d〜eG (圯) 

limg n ( x ,! f ) =/(^， y )， 


m 


使得 


(x,p) e 


33 ' 设扒 x) 是於上的有界可籣的周期函数，周期为 T, 试 
证明对(及有 


(My^ dx M^ dx ) 


lim 

IT h 


/ <^) i ? CAx ) dx ~ 


34 ' 设有实数列 {a B }， 并令 


苦 m(£)> 0 ， 试证明是收敛列 

砂-设 / eU * 1 )， 且令 

F ( y ) - F ( x ) 


j^/(i)d£, 

若是本;上的单调上升函数，试证明八幻>0, 


ue / f 1 




xeJt 1 


Ifi6 

■ m m 


36. 设長 免 占]且 w (免 = 1，2 ，*.*)，{£t 

实数列且满足 


^\ a k \^ E k W < m 7 




Hx 


试证明 


!> vi < 


37 V 设有自然数子列 &< 


< h < …， 且令 
E = { x ^ L 0,2 tt 1： { sinn fc x } 是收敛列}， 


试证明 m ( E ) = 0. 

，38, 设是 [ a ，6] 上 Riemaim 可积的函数，且在 

oj ] 的一个稠密子集上其值相等，试证明 

f ( x^)dxm I g ( x ) dx m 

J O 

设 / oo 是幻上的有界函数，其不连续点集记为 
若 P 只有可列个极限点，试征明/00是>，叼上的 Riemann 可积 

• 40. 设 /( W 是及 1 上的有界函数，若对干 每一点 xe * 1 ， 1 极 






函数 


limf(x + ft) 




存祚，试证明 / f ^ O 在任一厌间!>，&]上是 Rienianii 可积的•， 

■ 

试何) f F 0) 在[0，1] 


41,设 F 是 [ fM ] 中的闭集且 mCF ) = 


上是 Riemftnn 可积的吗? 


42* 设 / CU ) 在 [0， l ] x [0_ l ] t 可积，试证明 


■- 

+ / 


I J 'dx = 


rr 


f(x 7 y)dx 


* 


*43, 假设 /00 ， £?O：> 是 £ t 的可测函数并且 m(S)< 

，(幻 +iKiO 在 £x£ _h 可积， 试证明都 是犮上 的可积 




m 


函數 


f 44 


/( r >[ dx < oo . 


l/0O|jT 2 dr<C0 

1 


试证明 


f ( P ) 


djc f(p}t~ xy 3^ ^ a 




^max 


a 2 + 女 2 


45. 求下列积分 


dxAy 

(1 + J/>Cl + ^ a ^) 


I J 


r* logjc 


⑴ 


*> 


46. 设非负函数 /6 i ((0， co )>， 令 


/ COdi , r >0. 


试证明 Feu (0, oo )), 

47. ( i ) 设 /< x )， 扒尤)是£上可测函歎 ， R R < j ) c [ c ， d ], 

ff ( xy > O f j g gWdx = i f 是 O〆 ] 上的凸函数，试证明 ( Jen - 

I 

Ben ) 不等式 


炉 ( J ! 

( ii ) 设 / OOwOO 是£上非负可测函数，若 / OO.tfCO 
> 1 , xeE , 试证明 




■-木 


I 


/( x)dx 




杳 


48 气设(及0，且满足 




^ g ( x}dx = 1 




试证明对 A 6 (0,1)，存在 £ d ， 便得 


16 S 



犮 OOdjc — A_ 

49 试证明不存在 g e L(m， 使得对任意的 f € Uf), 都有 

(贫*/) 00 -/ 00 ， 

50 气设 E 是及 1 中的正测集，而且满足士 Or + y )€ fi ( jf ， y € 


/W 知 


H X 


2 


EX 试证明五包含一个非空开集. 

5t 设 KW， 发0)是 E 上的非负可测函数， 且卜 L(E) 
令 { x € E : £ M ^ y }, 试证明 


L fMdx 

/ W # C *) djr * 


f ( y 〕 


L 


均存在，且有 j 


对一切 y > 


Ky〕dy 


52 .设/00是£上的有界可测函数，且存在正数 A /及 a < 1， 
使得对于任意的 A > 0,有 


({x€£:j/0)i >A})<^ 




试证明 f^UEX 

53.设 / CO 在及 11 中的任一个具有有限测度的可测集上都是 

可积的，试证明 f 可分解为两 部分： K*)- AOO + A 60, 其中 
€乙乂/0， “00在 W 上是有界函数，其中 «(£> 

54气设有界的非负函数 / O) 具有可任意小的周期，试证明 

、其中 i 是常数. 

~55•设 ECItO ,!], 试证明 40) 在[0，1]上 Riemaim 可积 
当且仅当 rn { E \ i ^ - 0. 

^ 设 as 是 /r 中的可測集，试证明 


摯 


to — I 


((J — { 尤 })05 )知 _ mCA} * mCBX 




IV 


m 


〜一 ㈣ 灿 


1^' 

I 1 


第五章徽分与不定积分 


在数学分析谏程的学习中，我们知道积分与微分运算的互逆 
关系乃是微积分学的中枢，它们主要表现于下述微积分基本定理 


之中 


( I )若 / O 0 是定义在 [ fl ， 上的 Riemann 可积函数且在 

■ 

A 处连续，则函数 


尸 OO — Kr}6i f x € [ff * A ] 


在 


处是可微的，且有广0。）一/0„). 

M 是定义在 u ，6] 上的可橄函数 ， f o ) 在 u ， 务] 

上是 Riemaan 可积函数，则 / O ) 是其导函数的不定 积分： 


0 


— fM — /(fl )， 


本章主要目的是要在 Lebeague 积分理论中推广这一结果.为简 
单起见，我们着重介绍 J ? 1 的情形. 

在这_專两们首先遇到的是函数的可微性问题.由于可积函数 
Ki ) 的不 fe 积分可以写成以下的 形武： 


! 


! 






/(0山 




即 Fix ^) 实际上是两个单调上升函数的差，_讨论单调函数的 

可，性盱题可 y 作为00的 ; 先导*其次我们引琴“有界变差函 
““ fe 概念，它实际上就是两个单谰上升函数的差，从两可知不定 
积分的全体是有界变差函数类中的一个子类,而且它个真子 
类.这就是在 S 5. 4 中引人的绝对连续函数类，从“导由（ II )型 
基本定理，最后，对的情形作一簡单介绍 • 


m ： 


§-5.1 单调豳激的可微性 


在点集测度理论的基础上，我们可以建立各种形式的集合覆 
盖定理，它 们为深 人研究函数的可微性提供了恰-的方法.本节 
将介绍在 Vitali 意义下的覆盖定理，并由赴证明 Lebcsgue 的著 

名 结论： 单调函数是几乎处处可微的. 


( 一） Vitaii 度盖定理 

定义 


设是一个区间族.若对任意的 

工 6 及 e > 0,存在 /^ r , 使# x ^ I a ,\ I a \ < e , 则称 r 

是£在 Viuli 意义下的一个覆盖，简称为£的 Vitali 覆盖. 

例设 S - Uj ]， 令{%}为0，办]中的全体有理数， 


J 1 /' 


则 K 间族 r - {/ 


} 是五的 Vitali 覆盖 

P 

r 是石的 Vital ! 覆盖，则对于任意的 e >0,存在有限个互不相 

交的 r(/ 


2 


■i/J 


(Vi 


的隊 [ny 




若 


，沒）， 便得 


U 2 , 


■ 


p « p 


( 


E 


(5.1) 


f < 


证明 不失一般性，只需讨沦 r 是闭区间族的 情形， 作开集 
G , 使得且 m ( G )<0 O . 冈为「是£ 的 Vihli 樓盖 ，所以 

不妨假定 r 中的每个/ 均含于 G . ■ 

首先从 r 丰任选一区间记 作乂， 然后再用数学归纳法遂步挑 

选后继区间：设已选出互不相交 的技间 A ，/,， 一 •，心 ，若 > 

u ’ 


则定理无需#证.否则令 - - 

p {|/!：/ er , / n / j - 0 

显然，心< m < G ) < oo , 此时 v 我们一定可以从 r 中选出一个区 
间记为 / l + l , 满足 


9 k 


SU 
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K 


1 > 了 n — 0 » 


1,2, 


2 


继续这一过程，可得互不相交的闭区间列 {/ J 且满足 


Ui I ^ w(G) < 

j -1 

由此司知，对于任意的 e >0, 存在#使得 


oo 


S 


< — 


令 


S 


现在来证明《%?)<〜设因为 |J a 是闭集互 

/-I 

遒 

U /n 所以存在/ 

/ ■直 




r， 使得 


^ , / n /# — 0 ^ 

显然，|/〖<?_<2|/, + 丄由于当 i— ⑺时， 有！々 
/必与 Vi \ 中某一区间相交（否则因区间 f 的长度是确定的而与 
选取过程发生矛盾) # 记I •，是 中与/相交之区间的最小下 
标，则 《* > »且 


1,2, 


■ ■ 


， 故知 


1/( <^-,<2|^L 

f 且 iCiU ^ 0* 所以 * 与区间 L 的中点的距离不 


因为 


超过 


m + u < 


从而我们作区间/：*，它与/和同心且长度为的5倍，就可 
使 /!• 包含 a 如果对一切 f > 


it 都作相应的 G， 那末得到 


m 


U ^ 

^-■ + 1 


C 


17 


« 


山此知 


2 i", I =5 s i^i< £ 

冬 1 T - + 1 


(二）单调禹數的可撖性 

太家知道，如果一个定义 在&上 的函数在某一点是可微的， 
那末它在该点一定是连续的，但反之不然.不仅如此，我们还不 
难构遣一个函数，它在上处处连续，但在中的一个可 
列集上不存在 导数， 十九世纪初期，许多数学家都以为连续函数 
在其定义域中的“广大”部分点集上导数存在，幷且还有人试图 
严格地去证明这一点，但是沒有成功，一个震惊数学界的反例是 

德国数学家 WeieratraasOSlS — 1897 ) 于 1872 年给出的(首次发表 
于 1875 年) * 这个例子说明，处处连续的函数可以处处不可 


微① 


然而，单调函数的情況就不同*虽然我们无法对定义在[>， 

u 上的一般单调函数断定在哪些点上是可微的，但对可癍性的整 
体描述，我们有*名的 Lebeague 定理， 笔通函 处可微 


的乂 


① Weierstriss 作由数釦下 | 

44 - 

m ~0 

其中 J 是 奇敢， 0<><1 B 他猶出 , w 

在 K 1 上处处不可微 ■ 

在现代，珲以利用下述关于三角级 数的 一个格论来构 fi 连读不 可徽®歎的«子, 

■ce 

4—1 


€ R \ 

<0 在 J ! 1 上灶处连续，且在 d > l +3/2 时 


⑷ ， jO 


令 


t 叫 

其中 { inf { > >1 (即 Hadamard 数列若 /(■) 在某 一 点可 


r 


卡 00 J 


②关于®数的可撖性与单 W 性， K ；& t ZM isoii 与 Strom berg 指出<1974年美 

学月 刊）， 存在上的可徽困敵 / CO , 它在 任一区 网上均 非单罱 里故且 irooi < i * 
//(■) 还不* Ricmann 可积的， 
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为此，我们先要把导数的槪念适当地加以推广，以便于统一 
处理导数可能不存在的情形， 

定义5,2设 /0 O 是定 义在於 中点&的一个邻城上的实値 


函数，佘 


/(^0 + — /(^ o ) 


£> 十 /⑹= li 


+ 


/ <^0 + A ) - f ( X 0 ) 


D ^ f ( x ^ = H 


h 




tt— + f(x 0 ) 


D -/ CX ,)- li 


h 


0 


/K x tk + A) — /(^o) 


h 


k 


o- 


分别称它们为 / OO 在 h 点的右上导数 * 右下导数，左上导数， 
左下导数_总称为 Dini (导）数. 

D +(-/> = ^ D + (/>,£>-<-/) = -£>_(/). 

此外，若此四个 Dini 数皆等于同一个有限値，则/00在 h 点是可 
微的 f 若以/0^) 为有限値，则/00在 〜点的 右导数 

存在 I 若为有限値，则八4在 h 点的左导数 


存在 


I 设作函数 t 


axsin^- - + bxco ^ 2 


欠 >0, 


X 


X 


/00 = 


0, 


X ^ 0^ 


a ^ sin 2 —— h - i >^ xtos 1 ，——， 


x <0 


X 


X 


由于在区间 






(2n + 2') 

中， CMf ； l / r ) 及 sin ( l / x ) 可取到 -1 到 + i 之间的•切値，故 


Zn 
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- sup(a sir^B cos 2 9) =b 


类似地，有 D + /(o)=a， D—mx xr/(ox 

定理 5.2 (Lebesgue 定理 > 若 /( x ) 是定义在 |> 上的单调 

上升（实値）函数，则 / OO 的不可微点集为零测集且有 

f f (x>d^</(t> - /(a). 

证明我们首先证明 f 对子 ( a , O 中几乎处处的 jc 有 

D _ f ⑻= D _ f 0) ~ D + fix ^ 

为此，只需证明下述两个点集 

^ = { x : D ^/ Cx )> DJixy } 9 E s ^ { x : D -/ W > D + f ( xy } 

为零测集即可.对于& 与石 2 ,只 請证明 m ( A )= G , 因为通过 
变換 - /幷注意到0 + < -/>- - D + T /) 和 D ~ C -/)= - />_(/)， 

m ( A >=0 就可直接由前者推出*记0 + 为正有理數集，幷对 A 
作分解如下： 


( 5 , 2 ) 


五 1 韋 U >:D+/ ⑴ >r>s>D 一 ,00} 


若记 A = A TtS =拎： D+/0r>>r>s>Z>_/(x)}， 则 m ( E L ) =0 的证 
明归结为证明 m(A) = o, 

作开集使得 m(G)<(] 对于任一点 

由于 djooo ， 故存在 A > o , 使得 

f (x — h") — f ( jc ) 


< 没， 


< 5 , 3 > 


其中的 A 可以取得充分小，_不妨假定 [Jf - 显然如此 

之区间 !>-A ，幻的全体就构成一个 A 的 Vitali 覆盖 • 根据 Viuli 

定理可知 + 对任给的6>0，存在互不相交的区间组 


[欠 1 一 知 l ， h:，[ X Z —良 2 t 欠2]， 


，[欠 p —紇 p ， 文 p ]， 


髻 ■ ■> 


使得 


(AnU [々“"々：))> 


( A ) — 


n \ 
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2〜<(】 + _*( A ). 


<5.5) 


因为 每个彷 均满足 （5.3)， 所以我们有 

f<^f> -/(Xj-Aj) <sh jt ; 


再考虑到 (5,5) 式即得 


1-1 


<5. 6) 


C 


又记 


=^ n (J cxi - k ^ xj ) 


因为对于任意的 ye D +/ C ^)> r , 所以存在々>0，使得|>， 

夕+«含于某个（巧内）內，且有 

/(M 十 O — fO ) 


> r ， 


(5,7) 


k 


其中&可以取得充分小，从而如此之区间 D / 4 + 的全体就构成 

B 的 Vitali 覆盖 • 再应用 Vitali 定理的结论，可知存在互不相交 

区间组 


E ^ i^i +4 J * [&, y 2 + H 


* ll / q^q + Kq 3, 


■ ■ ■ 


使得 




由于每个均满足（57>式，故知 

fOfi+Ki> -/Ot»rk 


■ 

1 * 


从而根据 (5. 4>式可得 


2[你 + D - 

I • 1 

注意到/00是单调上升函数以及 Oph + h ] 舍于某个 (. Xi ~ h h 

夂 J ) 內，可知 


(饥*(4) - 20* (5,8) 
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2[/(h +kO - fOi>l <2c/c^) - *i>j. 

• r ^ . f -» 

于是引用<5.6>与（5.6)式，我们得到 

T r ( m * CA ) - 20<^ C 1 + 1 

由 e 的任意性上式变为 rm *( Ay ^ sm * CAy 9 这说明 m*(Ay -0, 
否则与 r > s 矛盾 • 

其次我 n 来证明（5,2>式_由土所述，尸00在 {>>：! 上是几 
乎处处有定义的，根据 /(*) 的单调上升性质,可知广00>0 

现在令 


[/(0-叫 


共中认定当 x > 6 时，有 /( x >=/ (的.黑知 

’ ■ /糞00>0， 

■ 

■ 

■ a P 

■ 

于是由 F « ou 引理可将 

；- 1 ■■ 

/ / COdxgli 






im f n W ^ r(xy 


[im f 

■ —■ ■ ■■圓 T 




f n Wdx 

<紐[和去) " w 卜 


■ 


■ 

■ ■■ 

A- 


limLr +V 

t^L J * 


/( x)d x * 


fOO 


… ' 【 - nT + T /( jf 〉 紅]卞 

从而 <5. 2〉式成立 • 由此立即可知尸 （ x ：> 是几乎处处有限的， 
/ CO 是几乎处处可微的. 

下例表明，单调面歎是 A 乎处处可微的这一结论，一般说来 

是不能改进的. ‘ 


设万且 m (五 >=0* 我们可以作，个在|>,*]上® 

■ 
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连续 且单调 上升的函数/00 

亊实上， 对 毎一个自然数我们可以 取一个 包含石的有界 
开 使得 AKGdCiA % 作睡数列 


/'(aO *oo, 


m 


60,办]， n » l ^2* •». 

显然,/»00是#负的卷调上升庳 ft 且/*|(*><1/2_*由于 


八 Or + A >-/* C ^ X|AL IA I 充分小 

故細八 00 是连续 _数1 现在再作面数 


/oo = S / •⑺， 0,6] 


它是非负连续且单调上升的面数， 

^ _ 

然数可 AIM 充分小， te 得 

[>，尤 “] cri ?*， 

幷保证 [*,* + *] 亡料此时有 


H 則对于任意捎定的自 




1，2 ,•“， t 


从而得 


fCx + ky^fjxy W^Cr^A)-/,^) 

: - 5 ^ 7 j * i 1 

■ -1 


这说用当时*广00 = 


§5.2 有界寶 ttSM 

龙义5,3设/(*>是定义在 [«, A ] 上曲夹值面数，作分划 

■ ■ 

= &<&<_••<& = 6以及相应的和 

■ 

■ 

\ ■ p -tf * \/ i x 0 ~ /《* w ) f • 

i -1 


令 


\/<fy = Bnp { v 4 ：A 为的任一分划 } 

a 

■ 

幷称它为/在 O A ] 上的全变差 ，若 


17 ^ 







s 


2fc-l 


即 v ") 


从而可知当时， 


由定义我们立即可得下述简单事实 * 

(0 则/00在1»]上是有界爾数> 
< ii ) ([>,6]) 构成一个线性空间. 

■ 

定理 5. 3若/00是上的实値面歎， a < e <^ 7 % 

V </>- V (/)+ V (/> 


<5.9) 


证明不彷设\/(/)与\/(乃榭是有限的*考虑1»]的一 
个分划 

■ 

■ 

匕=21，⑻- ）1 

卜1 

■ 

卜 1 〜 l-r +1 

C t '■ 

< V (，）+ \ A /). 

# € 

若办不 是分划 a 的分 jk , 将 o 当作分点插又分划 4, 幷记新分划 
为 i f 觅然有 b<»v ,由此可知 

— 

Vc /)< V (/)+ V </)* 

d d c 

■ - ■ 

另一方面，对于 任窻的 《>0,必存在|>/」的分划士 ：«^ X ；< 


是分点 J 


^a<*i< — < x r - ― <- 






使得 ， 


S ⑽）二你-⑴〉 \ Jm ， 
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= 使得 


同样，也存在 bA ] 的分划 d 

Si 八 o - / c ^ Li ) I > V ⑦-音 


现在记 V Uf 为士与中分点合幷而成的 [ a ,6] 的分划 

务幷后的分点用记之，我们有 

■ 

m+ * 

^\fC^O-fCy： k ^\ 

卜1 

■ 

■ ■ 

■叫 j - 1 

c h 

> V (，> + V ⑺-〜 

■a d 

由 e 的任意性可知 


V (/» V <，> + V ⑺ 


这就证明了 （5 式. 

定理 5.4 CJorda;i 分解笼理> fe 出 ，,^)，当且仅当 
/W = g ( x )^ h ( x ) f 其中与 AOO 足，上的单调上升（实 
値） 函数， 


证明 （0 设 令 


V ⑴士了⑽， 

0 

■ 

■ 

1 X 

l \ f ( x } = g ^- h ( xy 0 因为\/ (/) 作为 X 的函数是緣调上升的 

—_^- - - - --- " 

，所以 AO ：) 在 [ d , M 上的全变差是有限的 ，从而 对/知当 








时，有 


2 CHj/)-AW]= y U)-\/ (D-fW^fW 


181 





nt 


这说明 AOO 是 [a 上的黾 调上升函数，易知 ffOc ) 也是上 

狗单调上升函数* , "- ■ 

(ii) 设 fM = soy - h ( x 、， 其中 gOO ， AO) 是 1>，<0上拥单 

■ 

调上升实値函数.易知从而 

■ 

推论 5. 5若({>，〃]),则 / O) 是儿乎处处可微的， 

且尸00是|>彳]上的可积面数. 

例若则其不定积分 

fix') = j fit)dt 
是1>，纟]上的有界变差菡数，其全变差为 

V (尸 ）=J 

■ 

证明对任一分划4 = 我们有 

2 j *= 2 jI r f 

i-i ■ 叫丨 j * 卜 i 

' ■ <J' |/CO!d/<«> 

从而可知 F00 是 [>，&] 上的有界变差函钕，且有 

V 叫 


\fM\dx 


(5.10> 


/COdi 




为证明上式的反向不等式，首先注意到，若$00是1>,叼上 
的一个阶梯因数 t 

a 

< ■ 1 


j ti ^ ] (， x y 是 1 或 一1)、1 


则有 


广 ⑽ 

j * i-1 i-i ^ *-p t 


scofcty At = 

I - 1 


/(O dt 


m 


其次，作阶梯围数列 hnoo }， ▲得 

■ 

lim C 7 n ( x ) =/< x ) 


a e 


再作阶梯函数 


1 ， 0|1( 尤）〉 0 ， 

0 ， o n (x) = 0 ， n = i 9 2 f 

— 1， a n OO <0， 






由此可知 


^ S n ixyf(x)dx^\/ (Fy 


另一方面又有 


= l/OO 1 


故由控制收敛定理可得 




|/(x)|dx = lim S^Cx^fCxydx 


这就证明了 （5,10) 式 


5.3 不走积分的徽分 


tfi 


问* 设令 


尸00 


/< t > dt ， 




等式 F 〈00 = 成立吗 ？ 由于可积函敬在一个零测集上修改其 

値幷不影响它的枳分値，故知一般的结论也只 能期望 

L 

F '( x )=/“） aj .， 

T 面证明这一结论是正确的. 

如果令 


/ <Odi 
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那末我们的问题就归结为证明 

lim F h ( x ^ =/<>) 

ft — 

考虑到可以看作菡数 / 在 [>，r + A ：| 上的（连续 > 卒均，从而 
易证 F h 00 是平均收敛于 /OO 的 O —0). 即有 

引理 5. B 设 /€[ ([心&])，令 

^hW = 


ft 




* f A 


f(tydt 


X 


(当时，令八幻 = o )， 我们有 


I 


^hM -/OO \dx- 0 

I 

证明不纺设 k >0， 甶于（见第四章习题> 

-/0> 


li 


Mil 


o 


0 


f 


X -T h 


hOO - fOO = ir 


X 


I 


/0 + tydt - f(xy 




o 




[/(X + f) _/CO]d 〜 


D 


故知 


J 


h 




丫 1 \fCx + ty - /( r ) f 


X 


n 




■ sc - 


l/O + O -/oo \ dx , 

因为的 )）， 由定理 4 ,19 可知，对任餘的=>0; #在 


m 




|/C^+ O - fOO |dx<e 


所以当 A <5 时有 


i 


k 


I 


£ 


)/Cx^ty-f(x)\dx< 


t 


x = e 




0 




! B 4 




这说明对任给 釣00， 当时，我们得到 

fF h O) - fO：) jd 艽 <e, 

定理 5. 7 设/€以「1&]>，令 

f ⑻ = f / (t)di 




fj f’OO = fix 、 

证明令 


Fh 00 = 飞 


/ ⑴ dt 


(= rera 彳 ] 时，令 /( O =0), 因为 FO ) 是几乎处处可撤的， 
所以不妨假危 


lim F h (x) =g(^ 


tf OO 是上的可测函数 # 上述引理指 UU 是平均收敛 

亍/( V )的0)，从而我们有 

■ 

\/<^> - 8 M |d 文 = 


lim|/0) - F h (x^\dx 




|/( x ) - F h c^>|dx = 


这说明 〆 A = t 

■ 

这样，我们就回答了在本节开始时所提出的阿题，即对于 


/ ^ di = f fx ) 


注意，实际上我们得到的结 论是： 若/召 荆对 
中几乎所有的点 h 有 


咖丄 [ 

*0 k J 


1/0+0 — fW\di = 0^ 

■ 

我们称满足这一等式的 X 为/的 L e h « gu e 点，那末这就是极 
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对于中几乎所有的点都是 League 点（在许 

多问题中，有尖儿乎处处的结论，我们只需讨论 Lebeague 点就 

■ 

可以了）. 


例对于 0 M ] 上的 Dirichlet 函数 jf Q ( 幻，我们有 


lim 


X Q Mdx = 0 


这说明函数私的 Lebesgue 点集是[0, lJ\Q 


5*4 绝对连续困数与播积分基本定理 

问想设 /0 O 是定义在[七 t ] 上的实値函数，问等式 

/00 - /( a ) = f 尸⑴ df , 


C 


是否求立或在什么条件下成立？ 

首先我们看到，如果等式成立，那末/00 — 定是有界变差 

的连续函数，其次若/00是上的有界变差的连续函数，幷 


令 


- 厂 （Odt 


KhW - /( a ), 注意等式成立的意思就是 ftOc 


则 = 0 

应该恒等于一个常数_这里使我们回忆起 Cantor 函数中00 ( 见 


a .e 


§ i .5> ，它是[0，1]上的单调上升的连续函数， 

但少00幷不是常数，因为 0 CO ) =0，00) = 1_由此可知纟为使等 

式成立，我们还需要洽/00苒加上一定的条件 * 

■ 

从上面的议论中我们已经看到，一个几乎处处可微且导数为 

_的函数幷不一定等于一个常数.为了排除钵# “奇异”情況， 

让我们进一步分坼这类函数的特 征. 

引理 5. 8设/(幻在 [ a , 上儿乎处处可微且尸（幻=0 a . e ., 

则必存在 e >0, 使得对任意的 


5>0，内存在有限个苴不相交的区间 


找6 


U2 , 心）， 






其长度的总和小于 \ 使得 




证明因为不是常数，所以不妨设存在 〃 S 使得 
Hay^jio )^ 作点集 


A = dO :广 O 0 =0^ 

对于任意的艮，由于广00=0,故知对任意的 r >0, 只要 A 

■ 

充分小且 Oj + A ] C ( a〆 ）， 就有 

|/0： + A ) - /0>| < rh m 

于是 （ r 固定）如此之区间0/ + A ] 的全体就构成艮的一个 Vi - 
tali 覆盖.根据 Vitali 定理，可知对任意的3>0，存在互 小相交 

的区间组： 








h ti ) = m eJ [丈*,尤*“*)〉 


E 


L x if x i + 


<S 


1J 


不妨设这些区间的端点可排列为 

■ 

<^ 1<^L ft a <—< x ft .+ =£?• 

令\ = 0，幷选 e >0 滿足 2 e <|./(0-/0) U 我们有 

■ ■ 

2 e <|/( p ) -/ W \ 


a ^ x 




0 


- fCxi + k t y\ +r^A| 


0 


八〜 1 ) -你 


f > f + rib - a) 


+ 


0 


岡为 r 是任意的，可先使得所以得到 
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而見 


(E c - + 


_(〜“*>> 

1-1 

现在针对引理中所描述的竒异特征，我们来引进下述绝对连 
续函数的槪念， 

走义 5. 4设 /( 沁是上的实値函数 • 若对任 给*? >0, 
存在$>0,使得当中任意有限个互不相交的开区间 
(* = 1，2, __*，rO 满足 


< 


= m 




时,有 


21/⑻⑹丨 < fi ， 

^ -1 

则称 /0 O 是! >, fr ] 上的绝对连续^数. 

显蟋，省 nir 衝 § r ? 專卖厂 

< i > 绝对连续函数一定是连续函数 I 

< ii ) 在 O , 幻上 绝对连续函数的全体构成一个线性空间， 

例若函数 /< r > 在1>，6]上满足 Lipsctit ^ 条择 s 

I/CO O /]， 

■ 

则 / CO 是 [ a ,&] 上的绝对连续函数 * 这是因为 


2 l / C ^ i ) — \ 1^*"" 

f ， 1 r - 1 

所以对 T 任意的00,只需取 $< e / M 立即可知结沦成立 

定理 5.9 若 /€ L (|»： i )， 則共不定积分 

/( ⑽ 


〈SM 






1 S 8 



是上的绝对连续函数. 

证明对于任意的 e >0, 因为 /e 所以存在5>0, 

当 0] 且时，有 


\ |/( x >| dr<e 


现在对于 {> 中任意有限个互不相交的区间 I 


. (工1，夕1)，（兄 2，办）， 




* 4 * 


当其长度总和小于5时，.我们有 


= s T * 

< • 1 * - 1 ^ * i 




fW^x < 


I/O |dv<e 


U iK i * 

J - I 


定理 5,10 若 /00 是|>，彡]上的绝对连续函数，则/00是 
03] 上的有界变差函数， 

证明在函数是绝对连续的定义中，取 s = 可知存在§> 

0，当 [a 中任意有限个互不相交开区间 


满足 




心必有 


\ — fi x i ) I < i . 

f- j 


作分划 a ~ … 使得 

< 占， K = 0,1 ，…， n — 1* 


°k^ 1 ~ 


从而有 


f * + 1 

\J (/ XI ,卜0 


1 ， n - 1 * 


1«9 



故得 


V ^>< 


推论 5. 11 若/00是[>彳〕上的绝对连续面数，則 / W 在 

上是几乎处处可微的，且 / m 是!>，&]上的可积函数. 
定理5,12若 / O ) 是1>彳]上的绝对连续函数，且广00=0 
H ,则/00在|>，6]上等于一个常数. - 

证明可由引理 5. S 以及定义5,4直榇推得， 

有了以上关于绝对连续函数的槪念及丼性质的知识 f 我们就 
可以答本节开始时所提出的问题了， 

定理 5.13( 微积分基本定理）若 /( W 是上的绝对连续 


函数,则 


/ C 0 */<^) 


广（⑽， xeio t r L 






钲明令 




ffOO 




则是|> 上的绝对连续函数7且有 

〆 W 二 r O) W ， ff<a) = 0. 

再令 ftOO =/00 - po )， 则也是绝对连续的，且有 

⑺ = 厂 W -〆 W = 0 

从而可知 ftOO 在1>,纟]上是一个常数，而 h ( a ) =/00,于是得 

/CO = + 30〕= ,(a ) 十 J f / C0dt f 

■ 

■ 

综合上述，可小结如下：“一个定义在 [心 fr ] 丄的函数/00 


a e 


具有形式 


/ < x )=/( a ) ffCOe 乙（!>，办]) 

的充分且必要条件为： / O 0 是 [ aj ] 上的绝对连续函数，此时我 


们有=厂00 

例 设办 00代… ） 是 [«， M 上的绝对连续函数_若 
< i ) 存在使得级数 


2办⑻ 


收敛> 


Cii ) 


\S[M \dx<^oo % 


则级数^办00在 03] 上是收敛的，设丼极限函数为/00,/00 


是上的绝对连续函数，且有 


f f M = 


a e 


证明由条件⑺）可知（见推论 4. 函数 


GOO = y]g f k W, [>,&] 

t - i 


是上的可积函数且有 




li 


II. 


因为毎个 ^ tOc > 都是绝对连续函数，所以有 


ShW =| CO^t + g k ic} t ^^la f b2 


从而可知 


f ⑴ dt+ S^“0, 

fc_l ^ i-i *_1 


l , 2 , 


n = 


_*■ 


现在令 n ， oo ， 即得 


191 



= G(t)dt 十 

t- i ^ i-1 

若令上式左端为 / oo , 则有 




/(^) = CCt)dt + DffitOO 


由此可知 /( 幻是 [ aj ] 上的绝对连续函数，且有 


/’⑺= 


定理5, 14( 分部积分公式）设 / OOdU ) 皆为的可 

积函数，\办€於*令 


FCx) = a+ I /itydt f G(x) = + I git)dt 9 


GOc)/(x)djc + j 0O)F(x)djc = F(6)CCft) - F(a)G(a) , (S, 12) 


证明设 A ， 各为 FOO 丨，丨 GOO 丨在 [>, ft ] 上的最大値，由 

|FC.V)t7C.^) - F(:e)G<x) |<Z|GOO - G<x) | - F(x>( , 

故知 fOO • G 00 是上的绝对连续函数. 执而 FW ' Gix ) 
在 1>. J ] 上儿且有 

(FOOGO)V = FixyG / (x) ^ F f OOGOO 


a e 


因为对几乎劫处迪 7€ [ a /], 有 G，<w = #( x ) 与尸 0 c )=/0 o , 


所以 


GWfixydx +| F ( x ^ gCx)dx 


GOOF ’ ( x)dx + j FO ：) G ’ ( x ) d 允 




(F(a:)(7(x)) ^ dx - F(h)G(b) - F(a)G(a)^ 

注意到绝对连续函数与不定积分的关系，上述定理可改述如 




192 


下，设 / OOjOO 是上的绝对连续函数，则 

fw 9’ w ^ + 1 / 7 c^)i/c^)dx -foysQy - fwac^y, 

例设且有 


f 


IW 


« = 0山2，”_， 


n 


则/00 = 0 H 

证明令 FCX ) = 


/( ⑽， 


/( x)dx 


尸⑺ 


^(xydx 


I 


X ■ 




‘心 


- ] FCx)dx = 0, 


n = 1,2,…， 


所以我们得到 


F ( x^dx - 0, 

现在、 m 推卒 &蝉 两釈的帘呷，可知对 任意的 
0，存在多项式尸00,使得 | F ( x ；>- p ( x )_|<; e G €[ M ： D , 注意 


n = 0, l , … 


JC 


f P ( x ) F ( x)djf = 0 


我们有 


F a (jt)dx= I fXx 》 [F(xy - P(3r)]djc 


从而可知 




由右之任意性可得 FOJeO ， 随之文得 / OO *0 te ., 

專铒分第一中値公式广若 /< o 是|>，纟]土的连续函 

是1>， ㈧ 上非负可积函数，则存在使得 

fC ^ cygix^dx ^ 7(0 \ 


I 


(5- 
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证明记 /(O J ])=[> ，幻 ，則有 

cgix )^ fix } gW ^ dg ( x ^ 


«■. 


a 


皆 


将上式积分，我们有 


g(x)dx ^ /(x^gix)dx^d ff(3c)dr 


g ( x ) dx > Q # 则用它来除上式两端可得 

/<x)ff(x)dx 


若/ 






由/的连续性可知，存在使得 


f(^gMdx 


/ CO - 


I 


9 ix)dx 


此即 （5.1 幻式, 


从而 ( 5 . 12 > 式两堆皆为零，此时 


f = 0，則 ec ^> = 0 

r 可任意地 选取， 

定理5,16(积分第二中値公式）*若是!>， 
上的单调函數，則存在使得 


，_ n 
■ ■■■ 


J /( x)djf + j Kr ) djr . (5, 14) 

证明不妨设 POO 是单调上升函数（否則考察 - s ( m 证明 

■ 

分两步进行《 

0) 假定 〆 JO 是上单调上升的绝对连续函数，令 ■ < 

foo = V jet ) dt f xe !>，*〕• 


由分部积分公式可知 

/< je )5 Cx>dx - F ( i ?> gO > - FO > 右 <*) 


-f 


-■ \ ■ ■’■ 

Poor 


因为 FOO 是连续函数且 〆 W , 所以由 C 5 t 】 3 》 式可知，存 
在 j ], 使得 
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FCxyg^icydx^FiO 


* FiOl9W - flOO]* 


将上式代入前一式得到 


f ( x } g ^ dx ^ gWlF ^ O - S (^ K F W -尸0] 


= ^ C «>| 

I I 

< ii ) 对于 500 是阜调上升的情形，我们可以作一列单调上 

: . - 

升且绝对连续的函数使得 A (句 = 9 W t 9 nW =gOO 

■ 

(n = i ，2,，_0, 且有 _ 




t 


fWdx + g0)\ fWdx m 


a 


e a ; 


\ img n M = 9 W 

. ■■ 

对于 WOO ， 由 （ i ) 的结论，则存在 汐] ，使得 


① 


a e 


h 


J (^ 9 nC x > dx = 9 ^W B /00 dr + w (/0 


fC ^ 6 x 


这里不妨假定数列 {“} 以为极限（否则可取子列).于 

是令〃 


上式转化为 ( H 4) 式 


- ►OO, 


§ 5 . 5 * 积分換元公式 

■ ■ 

r ■ ■■ ^ 

问魍设 是几乎处处町微的函数， ， CO 是 

1> 上的可积函数，公式 _ 


J 




/ O 0 




X = 


a 、 遢、 


( D 把 ■等分 ，令* 


(b 墨 m 及 

+ tA 




■ 4 


n*k 


作 as 数列 * 


f 


卩 f j 


) 钱迮联绾, 


办 _ 0，1 ，…， 


*1 


廉 


Ip 




1 ， 2*“_ p 


# 的连 》 点时有 

]&(*>- Kmi*y \ — "%■*>_， 


k- i • 
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是沍成立？ 

我们注意到，当/(幻=1时，公式化为 

- SW 

由此可见，要使:公式成立，还需漆加其它的条件 t 从 ttiemaim 
积分的換元公式的学习中，我们知道这类问题与复合函数的微分 
有关.在这里，情况也类似， a 是更复杂一些，在此之前， 我们 

先来介绍几个关于可微点集与 映攀集 的测度 之间关 系的巧论. 

3135.17 设 /0 O 是 OJ ] 上的绝对连续菌 fc ， 且 

■ ■ 

(五> =0，则 4/( e ));0， 

证明根据绝对连续函数的定义不难推知， 对任绐 存 
在使得|>彳]中互不相交的区间列= 1,2, …） 满足 




S5 




1-1 


时.有 




现在令 G - U 且选 !>"〜] 中，点 

卜 1 4 ■■ ■ ■■'、■■■ 


心与4，使得 




从而可得 


C/C 五 ）） = m (/(^\{^}))， 


: n 


I - i ，， 才 ■ 1 


一 /O l<e 


m 


推论 5.18 若 /00 是1>彳]上的绝对连续函数，£是0,&] 
中的可測集，则 /( H ) 是可测集， 

■ 

引理5,19设 / O 0 是 OA ] 上的实值函数，如果 
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广在石本存在卑1厂丨«则 

将点集五作如下分解：对任给 Oft , 作 


(S •⑽ 


本 




E 


=伶€五:当1>』]中,的点 y 碑足 U 7 M < 会时， 


有 + ey \ x ^ y \ 

显然有迅<=£« +1 , /( E tt ) c / CE n+l ) 以及 

(^> = w *(£), ii 

■ «i “ ? 

从 sir 根据 e 的任意性，我们只薷证明对毎个 rtfr 

(/( 丑 n))<( M + £>( m *(£ n ) + ey m 

为此，在(心 o 中取覆盖石》的幵 k 间列 {>„4}， 使得 

SK , d < m ’（£ n ) 

If *1 


li 


(/(£„)) 


m 






i ^ n \ k J ■ n ? 


+ 卜 




显然，若 s $ 圮 n/ n ^則有 - 

\fW-/CO\<CM + e )\I nf 


% ■ * 


于是得到 

^*(/ C ^ n » = 


(/( £ ft fl 只 { »<V 平 '(4 丑 1*沿秦, 


fc)> 


<2 diam (/( n“u ； 

t ■ i 

+ oSi 0<^ C ^> 本 o . J ^ 1 

— 1 ' i -i 

k 

(这里 diam ( X ) 表示点集乂的暄径，见定义 1 . 17 _ ) / 

推论 5*20 若八；>是 [>,&：] 上的可挪函4，测 

集且/00在五上可微，则 




(/(£：>?,< 




< 




证明篡鈿 r 00是占上的可测 函数. 对 f 任绐的作 


集合列 


£„ ~{x^E:(n^ 1X1/' (x> I <ne} t 1,2, •， 

由引理 5. 19,我们有 

m * 0 { E m yy ^ nem ( E n y < r.(rt - 1 )erfif p n ) +£" i (£ rt ) 


1/ ( JT ) jdr + tw (£ n > 




由此可知 




m * C / C £»< Sw *(/<£ ))<2 


] f J ( x^\dx 


i f 


|/^ (x r ) I dx H- em{E} 


由《的任意性，即得 = irooidjr 


例设 / CO 在 h ,*] 上是处处 4 微的 ，11/ 


可积函数 


/，（ r ) dx = - i ( a ) 


钲明因为广€10>，*]>,所以对干任意的 oo , 存在 

> 0 ,当 eco 且 时，有 


| 厂 ⑻ I dx<e 


从而对子共按度总和小于 S 的任意的互不相交区闽组 Ofnh )， 

■ 

■ 

… ， Of *, S )， 可知 


I** t•J 


sj 

，■ w f t * I 


|/ y ( r ) |dx < e , 

r 


l/'OOIdi 




u 

謹辱 f 


IftH 


这说明 / oo 是上的绝对连续面数，故结论成立 • 

定 35. 21设/00是|»]上的实 H [函数，在1»]的子集 

£上是可微的.我们有 

( i ) 若在£上厂00«0 

< ii > 若 m (/(£>) =0,則在五上 00-0 a. e., 

证明⑴令 1<1 尸 <»)丨<»}0> = 1， 


则 w </(£»=0 i 


*•* 


■ - 1 _*1 
所以由 rn * (匕 ） = 0可知， m (/( 五〉）=0, 

( ii ) 作点集 

■ 

石 m 班 | x € 石：当 . I 夕- 




\ Sf - x ] 


< 亡时， 1/00-/00 


显然有 


B ^{ x ^ E : |厂00 |>0) * U B , 

v- 1 


从而只黹证明 ^ Cff ,)=0 C 

任一个长度小于 I a 的区间/,有 = 

记>1=/门心，因为由假设知对 (/ a )) 

存在区间列{ V *}，使得 


即可_为此*又只* 揞出 对于 


"■ ■* 


所以对任意 


IpI 


L T J 


t * 1 k^X 

■ ■ ■ 

現在令因为 

■ 

■ 

心 U 〜且 

I -1 

又拄离到八 4> CA ， 所以我们有 

jO 

m *( AX ^ m *< A fc X ^ diam(A 

*■_ 


^ c/nJ 


m 



▲ _V 1 


_ ❾ 〜 x 叫， 


由 e 之任意氣知 m (4) , 

' ( “i 金匕 & C * •备®数的 機分〉 •饺5 : [a >1- r <7 〆 ：(是光举处处 


可微的面数, / o ) 是 [»] 上的几乎处处可微的函数且 J^oo = 

奶）在 C 心 h 土4,几乎处 it 可微禹，奢对于 [〜 G 
中的任一零测集2, i # mCF ( Z »=0, m 

[F(^(0)] / -/[ff(i)]ff' (6 


/<^> 


(于 CM：!). (5.17) 

钙界.、令 Z = hGt >， 4 ] : F 在 X 处不可微>，3 ^^^在〉且 

if \ n \ K 分于好中使5■是可微的点 t ，根据 3 在 t 处 jfe 连 

续性以及尸[ 〆 £)] = /(3(0),我们有 ，.. 

F (5 (i + A »- ^(5(0) =[/(5(无〕） + 5( A )]*[ j 7(( + ft ) - 3( t >], 

0 时 *( 办众 OkA ) ⑴，合 5( A )=0). 用 A 除 


r;] 




其中当 


= d , 所以由 假定# ra ( F ( fl ( A ))> = o # 

Ity = 0 = [户（⑽ ））]' 




Q 


综合上述结果得到 

[f<s<0)? 

注意，在上述定理中， 






将 雩测集 味为)零珥華这一声件养重 

要的.事实上，设 ff 是[0，1]上的严格竦调上升的连逢 齒數且 

= 0 


F 


、莳令 /^ f 1 ， 易知，〔卞是单调且几乎处处可 

微的函数， 〔 fCWO )]/ =1 (K !>>]>/ 但是 （ s . 17) 式不成立* 

■ ■ 

推论 5. 23 设 SKO 以反 /CsKOi 在乎处处可共 

中 yco 在 t >， f ] 去牟对声笋， 5(0 

L/(sc6}y ^ f^XpU)>& f CO d *€!>>]• 


m 


定理 5.24( 換元积分法）假设 g(x) 在 [a ，] 上是几乎处处可 
微的，/00逯1»：1上的可积函数， 且扒•记 


F(x) 


/( ⑽， 


m 


则下述两个命题是等 价的： 

CO 是 [ a ，&] 上的绝对连续函数, 

< i 0 /(3(0) 〆 ⑴是上的可积函数且有 

/ix)dx= [ f( k diO)g / itydt f 


(5,18) 


其中 

证明假定 GO 成立 ，则甶 （5.18)式可知，对一切\泠€|>，&] 


有 


rrif I 

J ff J ? 


F(g(3y> - F(g(aB = 


/( x>dx 


/ <5(0) ^ ( O ^ 




这说明 F ( iKO ) 是上的绝对连续函数， 

反之，假定 ( i ) 成立，则定理5.?2的条泮满足.因为 [ FOKt ))]' 

是[>彳]上的可积函数，所以 fidcms^io 电是 o ,& j 上的可积 
函数.从而得到 


pr 1卜 

J ff < > 


/<r)dx-FC^Cj3»- J FC5<a))= 


fi9C0)g / Ctydt 




在上面的定理中，幷沒有要求是绝对连续函数,实际上 
这也是不必要的.例如令 4 


，味0 


t 9 in 


{ 


FW 


9(0 


=X 


I 


t =Q r 


則 5(0 除 f = 0 外皆可微，而且不是[0，1]上的绝对连续面数，然 
而 fOO 与都在 [( M ] 上绝对连续（导数有界：>_不过我们 
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有下述 推论： 

推论 5. 25 设 J 7: 是绝对连续函数， f ^ Llc t d 2 

则下述条伴之一都是 （5,1 S > 成立的充分条件* 

0) Mt ) 在上是单调函数1 

00 /00在!> 〆 ：!上是有界函数 I 

( iii ) /0?(0)0'(0在[>彳]上是可积函数， 

证明（汴细证明从略）令 


/(u)dti, xe 




则问题归结为证明在 [ MO 上绝对连续，对于 （ iii ), 利用 
00以及控制收敛定理即可， 


上积分的微分定理与积分換元公式 


6 


% 


<-) 不定积分的氍分定理 

■ 

我们首先必须有及 ■ 上函数不定存 •: 分的适当定义.当然,平 

&于&的情形，例如在上函数/的不定积分应为 

■ 


rj 


f{s f tydtds m 




这就是说定义不定积分为点函数.然而，我们将会看到采用集合 
函数的观点来定义不定积分将会更顺当些， 

一般说来，设我们称 

= f / Cv ) dj / 


为/的不定积分，其中£是 A 中的任一可测集 

耍把一维精形的公式 


1 


li 


/ 0 )de ; 


f(tydt=Hx) 


^ hi x 


Ax 


推广到多维，情况坨较复杂，我们在这里不再详尽讨论，而只硏 


究 
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li 


<5.19) 


[711 


/ ⑻ #=/00 


li 


a 








是否成立的问题，其中 I 引表示点集 E 的测度 （ h(o 表示以 X 为 
中心且边长为 r 的方体）. 

下面我们以£ = 为例来给出不定积分的微分定理. 

(£ = 的情形类似〉为此先介绍相应的覆盖定理. 

厂是一个覆盖 S 的球族即对 
毎个 xeh 存在尸中的球召记 r ( B ) 为球 r ( x )> 

的半径.若 


定理 5. 26设 Ec = 


p{r<5 ) : ^}<«>r 

則 f 中存在互不相交的球圮，色,…，使得 


BU 


t > } 

证明首先在厂中取球巧=忍以|，<6；0,满足 


C 5 t 30> 


r <^ 1 »^ sup { r ( B ) : B ^ f } 


2 


其次假定已经取定 A, A, …，匕，若 r 中已不存在与此个球不 
相交的球，则选取过程终止I否则再在广中取出 与 
不相交的球扎它满足 


( 丑含 sup{r ( 万 ）0 


#重复上述过程.对每个作球 S ?， 它与同心且 

r ( B ?) =5 rCS fc ), 

(易知 IBtf =5叫心丨），由此可知， r 中凡与仏相交且与幻（1<; 
</ c 〜 i > 不交的球必含于巧， 
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现在，我们来证明 




若选取过程到有限步终止，則上式显然成立* 

若选取过程不能有限步终止，则得球列 { Bfc } 与在 


21^1 = 


的情 形下，引理结论不证自明.从而不妨假定 


k - 1 


此时， 因为# 

r ( B k + 1 )< rCB )/ 2 t 这就是说沒必顼与 S,,£ 2 ，…，心屮的某些相 
交，不妨令石与相交（最小下标）.由此知 Bcrfit ,. 

以山的讨论说明不论发生哪种情形，都有 sc 由此 


0<七 


)，所以对子任意的 se 厂存在 I 使 


■ oo 


立即推得 


*( 五)<2丨 




= 5 


为了证明 （5.19) 式成立，我们令 


L r fM ~ 


> 

0时，4/00也是平均收欽 


I 石 (工，）| } b ( X , 

类似于 /?1 中的情形，可以证明当 
于 /( A 的.即 

引理5,27若/€1(心），则 


li 


| L r /( x ) - fM\dx = o 


证明我们有 
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J 

J fl f * ， 


f(S/)dy-fW dx 






LU 




|/( x - jO 


(I 邮， r )_ 


BiO*r ^ 


I [{ 


-/ W|dx dlf 


^\ BCx f O \ 


由 / 的平均连续性可知，当 r 充分小时上式积分可任意地小, 
得所证 • 


由此引理立即可知，存在子列0认4«0，使得 

limL r ./00 = fOO 


a e 


这样，为证 L r f ( xy^/W ( r — 0)，只需指出当 r +0 时， 

L r /0 O 的 fe 限几乎处处存在即可. 


若令 


(Qf)(x^} = flimL r /(r) - UmL r f(x}\ f 


則又只需证明 （0/)(0 a . t * 也就是要 证明， 对任意的 A >0 


有 




或说 


({ x ： W > C ^)> A })< e t 、 

共中 e 可任意地小*大家知道，对于任绐的 e >{)， 我们可以把 
/分解为 /CO =0 W + AOO » 其中000是具有紧支集的连续函 
数，叭幻满足 


Ti\ 




对于 s 00 来说，易知 


HmL r ^ C ^) = tfU ), 


即 （ D ff )OO = 0. 从而岵得 


姊5 



(D/)U)< ( 如 ）（ X) + = (OA)C^) _ 

于是全部问题转化为证明 


({ 欠:⑽ )0)> A })< e _ 

为此，下面来引进极大函数的槪念. 

定义 5. 5 设 /( 幻是及 fl 上的可测函数，令 


!"■ 


1/00丨知， (3,21) 

称它为/ 的 Hardy - Utt ! ewo 4 KK 球）极大函数，筒称为 H-L 振大 

函数.显然有 & up | i r /< 幻 |€( Af /)00, 

r > t > 

此外，若 / oo 是上局部可积的函数（即在任一有界可测 
集上均可 积〉， 則是下半连续函数，当然也是可测函数， 
极夬菌数在实变函数论以及在调和分析理论中扮演着重要的角 
色.对于 d 中的函数/，我们有下述所谓梹大函款的弱 （ U 1) 型 
事实，由此立即可得不定积分的微分定理. 

引理5, 28( 极大函数的分布面数的估计） 若 f€ UJI "：)， 则 
对任意的 A >0 有 


CMjycx ) 


aup | B ( jf t r>I 




J 


r > 0 


A 




|/00[ dx , C 5.22) 




其中常数 4 只与 A ” 的维数 n 有关，而与 / 无关， 

证明令 £,=>:(#/) 00 > A }. 对 I 中任意的点 
为 （ Ai /)( x )> A ，所以存在球5^ = 500，使得 


I 


\/ oy \ dt >^ 


B 


即有 


| s |/(0| d ( 

这榦是说彳是 K 的覆盖族，且满足覆盖定理 5.2h 的条件，从 
而存在互不相交的球列{4}，使得 


B x \< 


1/(0 | dt < 


X 
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由此可知 


J ^irf u B i/c^) 

I 


f / OOldx ， 4 = 5, 


miE x 


定理 5,29(*， 上不定积分的微分定理）若 


li 


/0) d,v = /( r > 


：\,\ Bix f n 

证明根据前面的分析，我们只需证明，对任意的^>0有 

C { x :< iQk ^ W > A }^ ce f 


Mi 


其中 | fc ^)|^<£. 因为 


(jc> = I IimZ- T ft(A：) - \imL T h(^x) | 


<2supjL r A(^> |<2<MA)CJf)^ 


所以结合上述引理，可知 

mi{x ; (Qh^ixy >A}) < 


ii) 


:( 购 C 0> 


X 


2A 


2A 




又 


?至 上述定理的结论也可写成 


f 


li 


[/( 欠 - y )- / 00 ] d.v = 0 a,e H , ^ 

此外，由于微分只涉及局部性质，故上述定理对局部可积菡数也 
#成立的，实际上，我 h 还可得到更强的结论 * 若 zoo 是 a "』 
的局部可积函数，則 


livf 


\ Hx ^ yy - f ( x ^\ ds / = 

Y 
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这只需再回到引理 5.27 的证明就可得知. 

<二）积分換无公式 

关于多维欧氏空间上的积分換元公式，我们仅计论一种特定 

情形，即变換是所谓微分同呸的情形. 

设 C / 是及■中的开集， P.M 

以及^>0，使得当 ieun 丑 （ q /) 时有 

多 （ t) =^(t 0 ) + T(t - + 0(t-t 0 )， 

其中是一个从 t ； 到的函数且有 


若存在线性变換 r 


— tp ) 

\ t ~ I 


li 


则称 f 在％点是可微的.此时，线性变換 T 常用， c ~) 表示，称 
为炉在 Q 点的微商(变 換〉， 若 P 在 U 內每一点上均可微，則称 P 
在 C / 上可微. ' 

当有表示式⑴ ，…， N ⑴）时，央可微就推 
出每一个偏导数 


+ ftg f > - yjp ) 


dpj 


dt { 


k 


存在，其中幻 （i = l , 2,… J ) 是&中的标准基 

我们称 


扣 1 






dt { 


dt 




d 中 


dt 


为中肋 Jacobi 矩阵，其行列式称为 Jacobi 行列式，记为八 （f)_ 

若9 在 V 上可微而且它的一助偏导数都甚连 


设以 

续的，则称 > 是 C 1 变換_显然，若 P 是 D 变換，則其 Jacobi 行 


* 


列式是 U 上的连续函数 


2❶8 



从第二章 §2.5 的讨论可知， f 是否把零测集变为零测集是 
—个十分重耍的问题. 

引理 5. 30设►及"是 C 1 变渙 • 若 Z 是 t / 中的零测集， 
则 m (^ CZ )> = 0. 

证明（〖）假定存在从>0，使得对一切/有 


2 


dx t 


幷记 L = nAf + l , 若* 0 €(7,則由 P 的可微性，存在，心 

U t 使得当 (心，心） 时有 

]T{t) - T (i 0 ) I〈nAZ 11 I + \ f — 1^[ «= C — 

令00,取开集 G , ZcPGt / 且叫 G ) ; < s 幷把 G 表为 

■ ■■ 

G = U A, 


毎个 A 都是紧 壤* 僞为*是连续的>所以 毎个 〆 心〉 都是猓集 f 

从而可细 〆 沿是 Borel 集 ^ A v 

现在设 H 是 . f < G > 中的任一紧集 i 对每外 取发 €G 
得 x = 0< s 〕. 因而又存在圮 = S < s ,5,) cC ， 使得 # V : 


/{- 


13 


| T (0 - x l < L|t -茂 I ， t € B a . 

显然， H 是铱絮，、抆存在 Sl , 

拜得^ 


*__ 


t 


f ■:■ 3^ ^ 

i r : 


不难证明，存在绝对常数在 5 \，… ， B \ 中存在 

且它们互不相交，使得 , 


L …1 ' 

■ ■ 

' ■ 1 ■ ■ ■ 

- q. ■ 

■ s 5 j 饵‘丑也 j 


■■■ : t0 


p 卜十 




注意到相应的…，也是互不相夂 的， 因而可禅（再记 c = 




CH ) <m (|J Z 

i ， 1 ，■一 


< G >< 以 




从而可 


因为 H 是 KG ) 的任一紧集，所以有 m ( f ( G » 


m(^{Z>>^r7t(f(C>Xc 


的任意性得 m(sK 幻 ）= 0. 

( uv 对于一般精形，作开球方6 tcrt；a = l , 

I 


>，使得 


mum 


其中每个 fit 均以有理点为球心，正有理数为半径*因为扎是禁 
集以及是&变換，而 vs 

c ^ czn ^ j ) 


是满坫条件 （ i ) 的，所以有. 




* t . 


从而可知 


(U HZCB k )) 

M ■- t 


m <^( Z )) ^ m 


推论 5.31 设 v 是 P 变換，是化中的开集 
若 Ee ，， w \ HEye ^ e . 

下面，我们总是假定 fP 力 — A t ； 少是 


丨的开集，滿足 


下述条件 * 

( i ) * 是-变換 | 

( ii ) * 是 C 1 变換》 

■ 

( iii ) ^ ( i )^ oOGt /) 

此时，逆映射 


■「司样满足 (0 - Oil ) <5 L Hoffman K , 
Analysis io Euclide*n Space , Pientice INC , p 1975,) 



幷且满足 


V 


人（_00)人00 = i ， 

现在我们要在变換 0 下 S 立积分換元* 式，为此， 先 叙述几 


个引理 


3|«5.32若是 V t 的非负连续函数 


(f h 1 i 


( 5 . 23 ) 


其中 / 是 Jfq 中的二进方体且 IczU m 

证明 记（ 5 2 3)式左端为 pG )， 右端为 4(/>. 假定 （5.23> 
式不成立，則存在 c >0 以及某个 7 fl , 使得 

p(D = ,0) + 

设 h 是 L 级二进方体丄，则吋选 t i 级二进 方体化 (/ iCM , 


吏得 


+ 2^ 

同理可选 L + 2级二进方体~(乙 C / J , 使得 

+ 2^ tm c m 


c 


依据 B 纳法，可得 


使得 h 是~ + &级二进方体且有 

P(/k)>^(/jt> + 2 一 “〜 k 


记是属于--切 / ft ■的嘴一点 ， M X o € 舍* ?4> ，史 

= /(〜)• 我们取正数 c 与之使得 




有 


( 夕 0 + 谷 ）（1 +6)’ 疗。 + ( 夕 & — 办 ） C 浮 • - 5 〉 

作 h 的一个（球)邻域屮 cvv 使得 


① 


1 ， J 3 _ （。T >€ B 

J _ 




}Ji 


j a 二 a 方体 


zn 


( i ) |/ C 0 - /(: 0 >| <6 < JT ^ ^>. 

因为所以相应于人的矩阵所表示的线性变換 r 

是珂遒的，两旦存在最小的 M ， 使得 

由史与 t 的连犊性可知，可选取含于 u 中的％ 的部域瑪；使得 

当时，则 f ( t )€ 价. 1 

( (to 1^(0 - C^O + ^<^ - *0>3^l f - * 0 \ 72 Mn, 

( Hi ) \ J v iO \>\J v M\-S = \ detT \^ 6 =^- d w . 

取女 0 (充 分大) 使得“甶 <0得 

r ■ U , v ■■ . _■ ■ 


由 （ no 知当 t€/ fco WU . C 0 J >^-^ 于是得 


从而知 


U t 


0 


=2 fc 

<(j/ 0 + 5)m(^C/fe,)> - [C^ 0 + 5)<1 + 


0 


C ^ fc 0 )fi + (^o + 5)[ uiCp (/ Ao )) * <1 + S ^^ u m ( I kfi )] 


由于 A + 我们有 

CK */ fto W>Cl + 

A 现在取谢魚体 / V > 其中心与“ „ 相同且边长为 Cl + 5) or ；^ 
中 < r ^2: *~Kii ~ 的边长.断： ' ： .•' 

= Cl + ^> n cr FJ = Cl + 


( iv > 


根据（~)得到' 

但我们可以证明 

1 ■: ■会彳 1 ■ ■' ■■: * 




II! 




(vi) 




ZIZ 





如果 Oi ) 成立，则得 

0(/*。)）€ «( n /； 0 » - \ d ^ T \ mUl \ 

送与（ V )矛盾，从而引理就证明了 * 

下面证明 ( vi ) 成立，设 * e iHi =- r~Kx - %)+ v 


fy/ 


则 


Oii ) a + r <> - o 


中 0 ) (某个故有 




r -乂 ro — o — r (，一 o ) 

- T - K < pO )-^- TO - h )\ 


从 （ ii ) 以及可得 

Hi < U- ti <M|^(0-^-T(( - t,)| 


少 §o 

太厂〜 1 < 7 






换 max 


2 n 


2 


r <r<*> 


但 M /:。， 由 （ vii ) 知 r 属亍 （ Vi ) 的右端，故 Oi ) 成立， 

S .33 设 fM 是 K 上的非负连续函数， Kcc ; 是紧集， 




则 


/OOdjr- /(^(O)f^(Ol^ 

J K 

证明 记 KO -/(^)) IMOL 对每个整数；，令是 
所有与 K 相交的；级二进方体 f 的并，且满足 


⑴ 4) 


炉 (£) 


U ^ 

i — 1 

因为 k 是紧集且 t ； 是开集，所以存在 i 9 ^i 便得 Gd 从而 

由引理 5.32 可知 


G x Z ) G 2 ^> 


K 


■ V- # 




/U)dr = ^! 


/OOdr < 


fMd 




< p ( J _ 


< S s (⑽ 


gO ) df t i 


Qi 


%而显然有 
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li 


gC^dt 




Oi 


认而可得 


(5.25) 


为证上式反向不等式也成立，我们交换上式中 t / 与 P 的位置，考 
Jt 0 - 9>- 1 换换^以及 H « < p ( K ) 换根据逆映射定理， 
可知 ^： V -* U 是一对一的连续可微映射，及在 F 上不为零， Bix 、 
是£/上的非负连续函数且 H 是紧 集. 于是类似于 （5*25) 式可知 


中 <E) 


C 526 ) 


^(0 山 < gi <p M I \ djr ， 




但 K 以及 = 1, 因此有 

gi^M) ^ /U)J^{<^C^))I — I™ 1 


代人 （5, 2 6) 式即 


f(Odf < 




(5.27) 




最后由 （5.25) 与 (5,27) 式可得 （5.24) 式. 

定理 5.34 若忍 C ： *7 是可测集，则 


(5 28) 


证明设 


U &， 

其中每个 A 都是紧集且有 ^< r ^ i+] (/- i ,2, - X 从而引用 

1的 （5.24) 式可得 1 ' 

I 


m ( Z ) — 0 , 


K 


=±= 


\ M 0\ dt 


\ M 0 \di 


lim 


定理 5.35 (积分换元公式）设 fM 是 P 上的可测函数，我 


们有 
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( i ) f [屮 (()] 是 t / 上的可测函数； 

( ii ) GL ( r )， 当且仅当 f ( r <0) UMi 是 u 上的可积函 


数; 


( iii ) 若 /€ UV ) 或 fM >0,则 




Kcp (0)\ J ^ t )\ d t 


(5-29) 


证明 （ i ) 的证明是简明的_对于 （ ii ) 与（出），证明分 两步: 
(1) 若 /W F 是^中的可测集，记£ - cA ( F ) = 

fW 则以0代替少，由 （5 J 8) 式刁沏 ， 


j(x ^djc ^(Z 7 ) — m((p(£)) 


WO\dK 

因为 - ^ £ >(< pCO ) = / CrKOX ^ t /), 所以 （ ii ) 与 （ iii ) 成 


立; 


( 2 ) 由 （ i ) 可知，对于可测简单函数 


fM & C i X Fi(.^y X^Vy 


Cii ) 与 （ iii ) 是成立的.现在设 f 00 是非负可测函数，且{&00} 

是收敛于 fix ') 的非负可测简单:函数的渐升列，显然有 

lim/ 4 (^(r))J^(r)J = /C^CO)l^(OJ ^ 


从而可知 


fMdx — jim)/ 次 (》d 




u 


/(^ CO ) I 4(01^ 


例(球《坐标变量 B 换公式）设变换 w/f 


表示如下 


oos 0 ly 
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0] cosO 


^2 


r sin 


2? 


Ci sin - * sin cos 0\^2 ^ j ^ n ' — 1 ? 


r sm 


A 


sin ^ - - 


( K - 


e 


X 


r sii^ 


^in 


sin 


* 


2 


Ft —1? 




其中 A < ^<7 = 1，2, 

是向量 Y 的长度.记 F 中单位球 iM 的闷量为 




一 Z , ),0 ^ 0„_.| ^ 23 T , 


>« 


4 ， + 


« ( cos 0_ ， sin ^1 cos $ i5 ■ t ^ dn. 心. 


COS^„_ M 

汐，… sin H 


sin 


iO 


sin 


M - i * 对应上述变换的行列式为 
* sin <9 w , 因此，若 f 6 LOr \ 我们有变量替换 公式: 




Sill 


n: … n 


C4 


fOOdjf 


■ l /( ra?) sin ff_2 $ sin ff ■ 书】 


n 


R 


0 


X sin ’ —氏* . * sin * ^ d & 


Ji 一 ！• 


(5 30) 


我们记犮〃中的单位球面为 

■ ■ 

■ ■ 

■ 

S n — { w ： O^tOj < 3 T ，0 < $ 9 ^ ^ 2 ar (； ^ 1，2, 


2)}， 


K » 


1 


而且 


1 


f 




dto 


.44 




« ■ 4 


光 _ 


z 


0 


0 


ri 


现在考虑包含总中的开集的最小^代数，当/是其中 一元, 

即 Borel 集时， 


1C 


以 £0W & …邮 




a 


:£ 




0 


rt 


以及 




ao ( td)d 




H 


霉 


z 
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就可被定义为在^ • 上的 Borel 集的测度.我们称 
面测度.从而在一般情形下，就有 

fWdx 


为 L 的 




J 


(531) 


K rco^drdcn 






w 




证明作函数 






则 


_ n (L r 、) - (j /叫 




另一方面，又有 


^dx 


- J e~ rl drdo> 


l ^6 r 


CD 


由此推知 


ro 


e 一 


^dr 


U ,) — 


2 贫 


注 关于积分的换元尹式， Guzman 于 1 J > &0 年(见美国数学 
月刊)给出下述 结果： ' 

设£是犮"中的可测集，变择 T：R 

( i ) 存在逆变换 r -:7 X £)— 

( ii ) rf 各将石与 nE ) 中的可测子集变为可® 集; 

( iii ) HE } 的昶度是有限的， 

则存在一个 S 上的可积函数使得当 f eZJ ( T ' CE )) 时，有 
KT ^^ V ( E \ 而且 


满足下列 条件: 
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Kx^dx-^ f(r( y )V T Cy)dy 

(证明要闬到测度论中的 Radon - Nikadym 定理乂 


习 


1- 设五是/? 1 中一族（开、闭与半开闭)区间的并集，试证明 
£是可测集 

2- 设 { x h }^ U , 试作!上递增函数，其不连续点恰 


为{艽丄 


3.设/00是 （h O 上的递增函数， Ec = U s i )， 若对任给 
>0,存在 - 1，2 


)，使得 


P * 4 


U 2 [ko — ko] 


< s 


试证明 f \ x ) - 0, 

，4. ( Fubini ) 设 f„MCn - 1，2，一0是0，占]上的单调上升 

函数，级数 LU ) 在 [a 上收敛，试证明 




n x 




inM) ^ 2 /»， 


试在 [ tM ] 上作一严格单调上升函鹅/0>，使掙 

广 00 0， 

设 E <=[ a ^3, 试证明 


a^e* x 巨 




^ [0,1] 




F/i 


H 


2 h 


7,设 iOO 在 [ o ， a ] 上是有界变差函数，试证明函数 

,!， 

KOdi , F ( o )» 


^ Cv ) 




是 [ o ， a ] 上的有界变差 函数， 


C 
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设{/ 〆 *)}是上的有界变差函数列，且有 

Vc/ t XM a 

* 

litn 600 = fir) t 


1 …）， 




x f U ， il ， 


试证朗 /€ WU ,*3) 且满足 \/ 0)< 

9 ■设 /e 5 F (|>,^)， /〆 BVa ^^ Kn ^ 1,2 

\/ 0 — / n ) 




\U 


)， 且有 


li 


I 


fftl 


_ 一: 


% 


试证明存在 {/ Sf W } ? 使得 

^KiM d f 00 

I'►W 

io •设 且点 是 K *0 的连续点， 

试证明 0 (/) 在点知 处连续. 

Ml . 设办 ]), 试证明存在 M ， 当 


， a , e * x ^ [ ff ，办] • 


充分小时, 


^ in 


有 


\ Kx ^ h )- fM \ dx < M m 


12.设 ^ LCC 0, n ), 是定义在 [ D ， l ] 上的单调上升 
数，若对任意的 U ，6] CI [0，1]， 有 

K *) dj：J < u (办） 一 玄（<0](占广 <0， 

试证明 foo 是 [ cm ] 上的可积函麩. 

13^设对任意的以及充分小的有 

■ 

J/(x + A) — / W |心 < M | 在|， 


II 


试证明 fO ) — gO )， 

•设 / OO 是及 1 上的有界可测函数,且对于每一个 
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试证明存在常数 ^ 使得 

C ^ ^ 4 € i ^ 及 . 

叫5.设 / O ) 是 U ， 彡]上的非负绝对连续函数，试证明 "00 
(P > 1) 是上的绝对连续函数 • 

16' 试作 [0, u 上的绝对连续函数 / OOdO ), 使得 

CO fM 严格递增，且疒 o) - 0 O €石） ，峨 £) > 0; 

( ii ) gW 不在任一区间上单调. 

■ 

17. 设/00在上递增，且有 

fMdx = K *) — f ( a )， 

试证明 / O ) 在上绝对连续. 

18. 设 / O ) 是扪上有界的递增函数，且 fW 在把 上可微. 


有 fM — f(x — 0, 


/W 


记 


Km /00 — 1 lim /( 允 ) 


试证明 


, fMdx 


A 


l 


mi 设 / oo 是定义芘及 1 上的可微函数，且 / oo 与 rw 
都是上的可积函数，试 证明： 


■ fix)dx = 0 , 


)是定义在 U , W 上的单调上升且 


.20. 设 "00( 及 

绝对连续的函数，级数冗/ 〆 *)柱 U，H 土处处收敛，试证明 


l ，2 t 


其和函数是 U ,*] 上的绝对连续函数 

21. 假设 Ku ) 是定义在上的函数，且存在 

使得 / Oa ) 在上是可积的；又对子®—个 
x € U ， H ，/0， y > 是对 y 在 u 7 d ) 上的绝对连续_， f ;(^ y ) 在 
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X [qrf] 上是可积的，试证明函数 


Kx ^ y^dx 




是定义在 [ qtf] 上的绝对连续函数，且对几乎处处的 y € [ c 7 d } 有 




/;(尤， y)d 




22+设五 C [0，1],1 若存在 a ；> 0,使得对于任意的0 

< 1 有饥（五 _<0,试证明 m ( E ) 

23. 假设 / W 是定义在上的单调上升的函数，试证 
明 f 可分解为 ： fM ^ f(*) H- h ( x ) (» ^ 其中，友00 

是单调上升的并且绝对连续的函数， AOO 是单调上升函数而且 

A'OO — 0, a,e- x € 

: 24.设 fM 在任^区间 U，3]C：iJi 上都绝对连续，试证明 
对每个 ye 开 1 ，有 




! 


d 


d 


/(: + y^dx 


— f(x + y)dx 


dy 


dy 


25. 试举例说明绝对连续函数是几乎处处可微的这个结论一 

■ ■ ■ 

般熹不能&进的. 

、•设 { f * WJ 是在 UM 上的绝对连续 函数知 ，又有 

1， 4 00丨 <开00 

若！ im f 4 0 O — 及( X )， |im ii ( jr ) = / 00 , 」 a . e .， 试证明 

■ 

27 •设 {^00} 是支集含于 o,o 的连续可微函数列，且满廹 


Ck - 1，2,…）且 FeL ([ a ， 办]) • 


M — fM y 


a.e. 


i 


Km l / fi O 0 — fM |daf « 0 — K 


l /» _ FM \ dx ^ 


Fill 


试 证明： F(» = fOO， 

28 -设 fOO 是 U，6] 上的绝对连续严格递增函数，〆30在 




H X 
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[/( O , /(*)] 上绝对连续，试证明 H /0)] 在上绝对连续. 

■设 gOO 是上的绝对连续函数， / O ) 在月 1 上满 
足 LipscMtz 条件.试证明 / ko )] 是 um 上的绝对连续函数 r 5 

*30 '设 /0 O 是犮 1 上的局部可积函数， 满足 

/O 十 y) — fO) •/Cy )， € /f 1 , 

试证明 = 其中 s 是常数. 

Si •.若 fOO 在& 的邻域中，存在极限 




旮 fO )， 


Lim 


h — A 




则称 fM 在点 r 0 处强可微 # 试 iiE 朋如果 fOO 在 U 4] 中每—点 

上均强可微.那末 / GO 在 U 上绝对连续， 

■ 

32* 试证明 /( f ) 在 Epj ] 上是绝对连续的充分必要条 件是: 


对任给 e > 0,存在^ > 0,使得对 U , H 中的任何有哏个互 
不相交的子区间 U ，, y ; ] 0- U 2, 


，打），有 


2 iko — Df < a y^ t \xj 

* _1 f = \ 

■ 

33 -设 / GO 是犮 1 上非负实值可测函数，史0> 在 [0, OQ ) 上 
递增，且在任一区间 [ o ， fl ] O >0) 上绝对连续，又 ^(0)-0, 

r >0,试证明对及 1 中任一可测集五，有 

■ 

s ■ 


—y, f + 


s 


■设 /GO 是 [ aj 】 上的有界变差且连续的函数，对 [ tf ,*] 
中任一零测集有 . mCKe ))= o , 试证明 / o ) 是上的 
绝对连续函数 

35*. 设是定义在 [ aj ] 上的单细上升函数 ，令 £ = 

存在 h 试证明 

[ 


*(K 五 ））• 


m 
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36' 设 [^ d ] 是连续函数，时致对任意的 

h 

U〆]， 点集 rKy ') 至多有 2 0个点，试证明\/ (/)^ 20(^ - 


37气设 f G C ([ a，6])， 拭证明对一满足1 < \/(/)的 h 必 
存在»>0,使得 U, 幻的任一满足 Mil < S 的分 划沐有 

v A l m 

38. 设 /e c ([«、 M )， 400丨在上绝对连续，试问 /OO 
在 [ fl , 約上绝对连续吗？ 

39*. 设 fM 是定义在 u ，6] 上的连续囷数，除一可数集外， 
rco 存在，且 roo 是上的可积函数，试证明 

fXOdt, 


K 4 — /(«) 

, mo *. 设/00辱）， 6 ]上严格递增的连续函释，石1>彳]， 

r w. - co}, 试 i 明 /oo 在 [ a , b ] 上绝対连续的充分必要条件 
是： «*(/(£)) -= 0, 

I 

试作一个在[0，1]上严格递增的绝对连续函数/00,使 

疒 (*) 在一个正测集上等于零. 

42. 设/00是[«,々]上递增的连续函数，若存在£<=[«彳]， 
m(E )-0, 使得 = — 试证明 

f 0*0 = 0， 

43•.设 MC(U，*])， 记 

无内点，试证明 fM 递增 


x € !> 々 ]_ 






e [0]. 

{x € [d,^] ： D + fM < 0}, 若 


H X 


ZZ 3 


第六章空间 


通过前面各章的学习我们 知道： 连续(或几乎处处连续)函数 
及其相应的 Riemann 税分理论的迪位和作用，在一定意义上已 

被可测函数及其 Lebesgue 积分理论所代替.新的积分理论不仪 

扩大了积分的对象，而且新的可积函数类的全体还呈现啦与歇氏 

空间有极其类似的结构与性质，从而为我们在其上建立分析学奠 
定了基础_它的应用涉及到雖分方程、积分方程、 Fourier 分折筹 

许多领域. 


本章所介绍的空间理论就是研究各种可积函数类的整体 
结构及其相互关系的. LKl < p < oo ) 空间是 RRiuz 宁1910 

年导入的1他萌使用的主要工具是他1 ; 中所述的 Holder 不等式 
以及 Minkowski 不等式（这些不等式最初是用数列形式给出的， 
由 F . Ricsz 把它们推广到积分形式）. Rksz 以及 Ficher 等人 

所研究的 P 空间的完备性结果，不仅在应用中占有重要 地位— 而 
且还为分析数学幵辟出一条新路.掌握本章所介的内容将有助 
于学习泛函分析的理论. ’ 


S 6.1 V 空闳的走义与不等式 


( i ) 设是 S 上的可测函数，记 

—CL 1’ d 龙） 


定义 


琴 


|/|] 


，1 € 户 < 


0O 




我们用 LKE ) 表示使 y/|| f <00的/的全体，称其为 LKl < 
P < oo ) 空间.（1^(£)就是第四章所说的 LC £>.) 

( ii ) 设 / W 是石上的可测函数，《*(五）>0.若存在 M , 使 
得 l/WI < M 


, 则対一切如此之旭敢下确界，记为 II /1 U ， 称 


m 


它为 I / M 丨的本性上界.此时称为本性有界的.我们用 

表示在£上本性有界的函数之全体， 

当 mCE：)<oo 时，可以证明 


】i 


0/ Up - 11/ Jl«■ 

事实上，若令则对任一满足的点 


集 


A 






有正测度.由不等式 






可知， 




得 


lim J / j | 


另一方面，我们总狩 


UK M p djc 


=M - 


从而又得 


li 


Wfh ^ 


例设 £ = 我们有 


(均， 


In 


e L *(£)； 




X- 1 (0<a<p>, JC -…否 


，豆 L” a (E) (a>0 )， 
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) 




x^ l/p i In 


x 


下述定理说明构成一个线性空间 _ 

定理 S .1 若八 是实数，则 

证明 （ i ) 当] < P<« 时，我们有 

(a/cx) +^wr<2 p dan/wi ^ + wiMffOoi o 

⑴）当 p = oo 时，我 n 有 

|a/Or> +/? 5 (^) | < |°| fj/!f» + f^l 

从而可知|^/ + )^|„<|«||/||«+#1 II5 L. 

现在我们来介绍两个常用的著名不等式. 

定义 6.2( 共轭指标）若 P,p/>1， 且 l/P+1/P'l， 则羚 P 


e 


与 〆 为共轭指标（数） . 注意到 p / = P /( P _】）， 可知 P = 2 时 

规定共轭指 


= 2. 若 P = l ， 规定共轭指标若 P 
标 〆 =U 


= CO ， 


p 


定理 L 2 CHfilder 不等式）设 P 与 〆 为共轭指标， 若 fe 
LX 扔， 9 eL pf C £), 则有 




Cfi l > 


ri ⑽ f : 


\f<x)gixy\dx^ 1 / ⑺丨士 


l < p < oo . 


以及 （P = oo 郎 p ' =1 时类似） 

|/C^)y(x) jdjc^H^JU f |/(x)Mx，p = 1 


I 


证明当之一为 ⑺时， 式显然成立， 

当 lf/Dp=0 或 llfflk 时，此时我们有 /00P00 =0，e-， 

(H) 式也显然成立. 

^||/a P >0, Itffl!^ >0,且 时，则在公式 
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b 


厶 > M > o ① 


<7 〜 


a 


中.令 




i/wr 

"!?『， 


b = 


a = 


Udli 


可細， 


\fW9W] ^ \f(x)\ 

将上式作积分，即得 fl/^i<K/i|pUfl 

Holder 不等式 的一个重耍特例就是 ScWartzg ) 不等式，即 

P-P' =2 的情形： 


1 JgWl^ 

l/K fc ^ C ；" 


p 


P * 


)( Ij 办叫 


1 X 2 


1/OOtfW (J J/<x)| 2 dx 

洼 H 61 d er 不等式对〗/|] 11 或0||4 = 00时也成立. 

例若 mCEXocMAChSoo , 则 L 4(£> cVi (五> 且有 

i /« Pl <[>( 阶 

钲明不妨设 P *< m . 令 T ^ fp ” 则 r > l . 记 r ' 为 r 的共 
耗指标，则对/€ Lh ( fi )， 由 （ S , 1) 式可得 


1/ * p - u /* £ J 


B / Hp ” 


( 6 , 2 ) 




l /( x ) t^i 


l ] d * 


X 


v 


<(J dr 


(1 


1 T ' dx 


o> 对于 （tu 和）上 /、o > o 的函敢 /(*), 我们有 


b- 


= ip — ; 、 f — •、 、 


令 K *) - * 1 b *， 


从 *=> CUUBT 知 




② 1859 年俄闻 数学家 EyHftKOBCiciia 发现了这一不等式，但洗传不广，后 
SchwartzTiaai 年又沙立地建立了这一不榇式， 




22? 


( J ^ 1/00 I 〜 dx ) 


= ( m (£» 


S / t 


从而可知 


1/00 卜 




\ 


\/w r】dx 


这就昱 <6.2) 式， 


若且令 


A 1 — A 


0< A <1, 


p 


s 


tfh <\\ muvr \ 

事实上，当^<5<«时，我 m 有 

/ cx )\^ dx = f \/ W \^\ f ( x -)\ 


U - A ) r 


dx 


<(J \ fW\^dx 




( Jj/OOt 士 )〉 

当 r<s = oo 时，因为 P = r / A ， 庚以有 


(1-1) */ I 


X 


\ r \ fw \ 


\ fW \^ dx ^ yp - 


X 




= fl/U 


un 




上述事实说明， , g 

__g/ip^ ma ^{B/l{ri jf It}* 

3<^i^wTki^S> 若 fjeLnE)(\ <p <™)， 




/ + 5ffp^lf/IJp + [f^D p* 


(6,3) 
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时，凶为 


证明当 p = l 时， （5.3) 式 M 然成立 t 当 P = 

|/W l<ll/IU n ， l<llsll» 


a 


■ » 


所以有 


\/w f<if/L + fiffi* 

■ ■ 

从而可知 〖/ + SKII / If «+ I ! ff |»， C 6.3) 式成立 

刍 JO < oo 时，我们有 


\fW + gW\^dx 


< i/W IfW+gCx} 


< J/W+ffWJ ^ 1 - \fW\dx 


UO > + ffOO 


IfifO ) |dx 


现在用 HSlder 不等式于上式右端第一个积分，对 f/(JO + 

■ 

3(幻丨 — 1 与 j / h ) 丨分别配指标 〆 - p /( p * Og P .— 可得 

、 ■ ― ― 

1/00+ 000 I 卜 1 ， |/Wfdr<|f/ + 5 |}p« - U/|p. 

同理，对于 t 式右端第二个积分也可得 

K " ■ 

1/00 + 0001卜 ， 厂 ItfOOl 打 + • lg \\ p w 


将 h 面两式代又前式，即有 

H/ + fflU<9/ + 


~ l * C|/|p + fflllp)* 

不妨设 nz + ffb 关 o ， 于是在上式 两端用 ( iz + wr 1 除之， 得 


\ ] f + 9 h<\\fh + Mp . 

若1/ +的？= 0原式无所可证， 

推论 6 J 若 / fc eP(£)a = l ,2, …），且级数 


S / 办) 

t - X 


在 H 上几乎处处收敛，则 
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齓 _1 I P L 1 


§6,2 P 空间的性质 ( I > 


(-0 P (£) 是完备的距离空问 

为了便千在 p (丑） 中引进距离，我们对实间的槪念稍 

作一些玫变，即认定当八.9€[。（五)， a/w 

f 与 p 是 p (忍>中的同一个无，或说用几乎处处相等作为等价失 
系把中的元分成等 价类， 例如在£上 几乎办处等于 零的函 

数全体是 p (幻 中的零元，于是我们有下述定理 * 

对于定义 
八/，5) = 


时, 


理 


■ 


Xp < oo ， 

则 ( L * (丑）»是一个距离空间（定义见 §1.4). 

证明⑴显然有 h / j )>0, 因为当且汉当 

■ 

fM = 9 M a ■« ^»所以4(/声0>=0，当且仅当 / = 即/与0 

是£^(£>中的同一个元. 

< ii > 显然有 4(/,5>=吖5,/>_ 

< iii ) 根据 Minkovski 不等我们有 

0 / - 5 II p — || / — A 4 h - 3 1| I / — AI p + fl p - h I Pl 

此即不等式 dCf , 9 ^ d(/ f A ) + dCk , gy m 

有了距离，随之就可以定义极限的槪念 • 

定义6,3 设八 € P(£>a = l ,2,"*). 若存在/€以（幻， 


Pt 


使得 


HmdCf kf fy = Iim|/ fc - f\\ P = 0 f 

豪 -V o> t — 1=0 

则称 f / fc } 依 p 的意义枚敛于/， {/ J 为 P (£) 中的收致列，/ 
为 {/ jJ 的极限* 

我们有下列简单事实 | 

( i ) 唯一性•若 
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JimjJ/ fc ^/[j p = 0, nmy k ^g\\ p =Q 


则 f = gif < x ) = 

( ii ) 若 




a 


^ Vk-fh 


则 


|f/|f 


p * 


这是因为我们有 


\ udp - u \\ p \< u ^ f ^ 

定义 G *4 mh } cL \ E ) •若 


P * 


亭 1 K 


则称 {/ d 是中的基本 （或 Cauchy ) 列 

显然，由于 


Uk-filp^ftc-fWp^Ui-fW 

故知收敛列定为基本列.下述定理表明巾的基本列定为收 
敛列，这一事实称为空间 p (£> 的完备性. 

定理 6. 6 迈完备的距离空间， 

证明 Kp < m _ 若彳满足 

\\f i - fkllp -0* 


P ， 


Ji 


-* oo 


则对任给的令五 ={^ G ^： 1 /iW -/ fc 00 f > c 7} 时, 


就有 


[k 


oLE hk coy 2 wp < 




(^> 


<[J 1/ jC ^) - fk < x ) I p ^ x 


l〆 ， 




p 


这说明 
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■- ■ 


li 


五 hfcO) =0, 


* 


即 在 E 上是依测度甚 本列.根据定理存在 E 上几 
乎处处有限的可测商数/00，使得{八00}在£上依测度收敛于 
/00. 由此又可选出（定理 3,17){/ fcOO } 的子列 {/、00}， 使得 

】im 八 (X) = f OO 

i 1 


a 


因为 


f ii 

J B i 


1 fk W - fk W J 


J 八⑺ 〜/ ⑺ 




\fkC x > ■4,00 I 


i —E 


所以我们有 


\/kM - /M \ p ^x = 0 


这说明 


^ Uk-fh = 0 


Jt — 


最后， m ! l / lfp ^ lf /~/ fe B JJ + l !/ Jt || P , 可知 

p = 设 { h } c = P (£) 满足 


li 


Ut - ft \\ - = 


ill 


^：o 


因为对于任一对自然数 t 与『街 

j/kW-/iWi<n/jt- 

所以存在零测集使得对于一切自然数々与7有 

- ffix ') | ^ J|/ic - I il ^,, 

从而存在/00,使得 


a . e ., 


^ Z 


x 


Hm/jt W =/( 父）， ^6 E\Z ， 


t 


易知 

现在任给 s >0, 取_然'数\，使得 

\\fk - /?|]^<«, J r ^>N 


由干当 fc >」 v 且:时有 


232 


\/k 00-/00 


i <e ， 




汝当时有 (|/ fc —/ kca •、这说困 B 八 Wh + oo ：— 

( 二 ） 空间的可分性 

定义6,5设/'是 P (幻中的子集，若对任意的 /€ P (£) 

以及 fi >0, 存在使得 


11/ - 

则称/'在 L / (五） 中稠密, 若 p (幻 中存在可数興密子集 f 则称 

是可4的. 、 

引理6,7设 /€ P (£)( l<p < «0，则对任意的 fi >0， 我 


们有 


(0 存在& I .具有紧支集的连续函数£?00,使得 

\ IM-sW I 

存在办上具有累支集酌阶轉#數外 

k 

妒 00 = 

1-1 

其中毎个 i t 都是二进方体> 斑禅 

■ 

■ 

|/(^) — (pool 


(证明类似于第诃章定理 M 7, 4.18, 4.20). 

定理 6. 8 (幻 （1< P <«) 是可分空间. 

证明首先设£ 

6.7 可知，存在 
+ b ( x ) 如上引理所述 | 


,（及 ■), 对任意的 e >0， 由引理 

上的疥梯 sfefvo )， mm /-< piip <^/2 t 其 




1 、 ■ j ■ 1 

不妨设 kd < M ， i ,2, 埂 ^ j Ni r 个 

珠取有理数 r 十使得 | rJ < Af 且有 

e 

2 W 


Vj _0 o . 


c 


^ i - r i \< 
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幷舍 


K 


rf-1 




我们有 


-np=\X c *^ t 'X r i xi t \ ( <S«^ 

f - 1 


<P 


P 


8 


硕写(灿) V " 


< 




p 


&M = 


2 kM 


从而可得 


If - ^ fp < U-^b + h - 

因为形如，之阶梯满# fe 全# r 聋河 数集，所以广是 w ，> 中的 
可数稠密集_ 

其次考虑一般可测集设 / er ( E )， 作函数八 oo = 

ixe ^ y , 八 oo = ooe 五)，显然有/,€以（^">.从而对任给的 
0 > 0 ,存在 se 厂 ，使得 t 


(1 


1/iW-sW f 


1/J <^ 


由此立邱可得 


) 


1 /fr 


1/00 - ffOO 


< e 




现在若将 r 中的每一个函数的定义域限制在£上，幷记其全体为 


r f , 则「/是1〃 （幻中 的可数拥密集， 

■ 

若 l < p < oo , K r < 00 ,则 P ( E ) nP (£) 在 


推论 




注意，幻>0>是不可 分的， 俩如对一 

般情形请读者讨 轮八. 我们硏究函数族， 





ftW …00 ， 0< t <1 

显然，它们的全体是不可数的，但我们有 

|/t -/»* = i 9 

根据上面结果，我们可以立即推得 T 述类似于 PW ) 的（见 
第四章>结论，证明从略. 

定理 6. 10 若 則有 

1 /<x + 0 - fXx ) | f djt = 0 


lim [ 


_ l 


若 / eL fr w )( i<p 

l/oo + /<i 


Jim f 

I i I 


•一 


*£)] p dx = 2 


亭实上，对任给的 e >0, 作分解 r 

/W =sW + h ( x ) 9 

其中 gpp 是及 8 上具有紧支寒 哇座数，而显然， 
存在反与 0(^ - g 的支集不相交，从而 


有 




1^(^> + ^ C ^-0 I 


\ g ( i ^ ty\^dx 






^2 


由分解式可知 U/brlU?llpl.fl^llp<V 4 , 又由 

/M + f(x-0 =[tfOO +dCx-()] + ih(x) +h(x 〜 t )]， 

以及令 /i00 =/G-0 , 可得 ' ’ 

e 

HI / + / Jp - h + fftS p l + A tH p <2 HAIi P < y , 


从而当 |*1> m 时有 


e 


/ + / J P -2 1/ HffU<^r 


最后我们得到 
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■ 

< 11 / + / 山 一 2 1 "| 3 UI + \ 2 l ^ i9 \ P ^ 


«/ Bp 


I / P 


^ 空间 


拓 P 空间中，当 P = 2 时丼共轭指标 〆 =么；从而可钿当/， 
时， ， f 9€ L \ 这一苘单事实使 P 增添了新的重要结构， 
从而显示出它在中的特定地位. i a 在 Fc^tih 分折 v #怔璃 

开，数学物理的 圩多课 嗶中都有萬栗•的应用， 

C — >内枳.正交系 

我们知迸，在平面上两个向羞 A 的夹角 fl 与它们咏内积有 


如 下关系 


< A r m > 


Ti 


oo » 


li 


Li 


I 


共中《及>是乂与 B 的內积，表示向量 A 的度. B < A f Sy 

分时，鸲与及踌垂直‘由牝可以建立 n 角卑廊系、(基底 X 、我们 

的目的是想在 p +建立类似的结构.注意到 

< A r A >^ lAP 9 


于是对于 / d € i s ( E )， 我们记 


</d>M fixygMdx 


由此， Schwartz 不等式可写为 


!</^>1<^/11 2 * m 

显然，濡足下列內积抹悪求的性质* 

( i ) < f f 6 > = < gj>t 

■ 

■ 

00 <ft + ft *9>=< fi f 9>^< f 2*9 >K 

I 

( W 】）< a /, gy s = a < f , </, ( a 是 实教〉 

我们称为 / 与 P 的內积. 


2沾 



定理 G.1U 內积的连镇性）舍在 P (幻中有 

■ 


则对任意的 有 


^< fk t 8> = < ff 9> 


re . 5) 


钲明由不等式 - 

立即可知 (6.5) 式成立 • 

定义 6. 8若且</，5> = 0 ,则称/与^茈交,若 

中任意的两个元都正交，則称是正交系；若 

■ ■ 

还有 lhlU = H —切 <*>, 則餘 { h} 为规一化（标准）正交系. 

若在正交系 { h}C：Z^£) 中，对一切 a 雜有 i 则 
ifjy . h } 就是规一化正交系.以下我们总假定对一切 o, 1 

BM 译 0* ^ 

例中的三角面 数列， 


^^COS JC f 






. )—— ain 圮 r 

v jr 


~coa 


是规一化正 交系. 

定理 M 2. 中任 a 规一化扭交系梆逄可数的. 

证明 设 {〜} 是^^^中的填二体年麥和凋对于^身有 

H^a - IP J i =<h - ff t ^ a - ^,> 

— f 炉，〉+ t f P ，> ^ 2* 

■ 

从而可知 Hh-hllS = 2 * 因 5 幻是可分空、间，研尽存年可数 

稠密集，又每个 J ^ ff 右 (V 蹇可数^ : 〃 

( 二） 广义 Fourier 鈒教 

我们知道，在开'中，当 uy ,% 是一辑聲位正交肉霉时, 
瑚往“ 肉量譴 6，及_可唯一埤表示为 


V 







+ 0 


其中、 = 04，々 >(t = l ,2,-“， n ). 下面我们把这一事实推广于 L 


空间 


设是 U (£) 中的一个规一化正突系，如果以级数形式 

■ 

■ 

2〜 、 * 


来表示。(£)中的某个元时，那末必须讨论上述级数是否收敍的 
问题.这里指的是在 p 中的收敛， 

' ，现在令 


I • t 

若在 k ^ oo 时有11 A - / h — o ， 则 


卜 、 Vi f 


<f t 9t>-^<s kf ff> 

鸢 




^=n 


q ， ； = 1,2j 


LU 


眷__ 


这一分析导出下述定义： 

定义 G .7 设 {〜} 是 幻中 的规一化正交系， Je 以 E ), 


我们称 


</，**> F p OO f 〆 龙 ) 扣， 

为/(关于{办})的广义 Fourier 秦数，稔 


MU , 


■ 

■ ■ 

■ 

■ 






2 C kVkW 

'L- i. ■ ' ■ ■: 

为 / 的 （关字 { h } 的) ，广义 Fourier 级数，苘 记为 

^ ■ ■ ■" ■■：..■'. ^■士 _ 1 & t - l - ^ ■ t ^ ， 

在硏究此级数是否奴敎于/ w 之前，我们先来:■介绍良于广义 


2 3务 


loaner 级数的几个重要事实 _ 

^理6.13设把}是1 2 (五 > 中的规-•化正交系 • (幻， 

改定 t ，作 , 


/kW = 


共中 a f 0_ = 1，2,…，七)是实数，则当\ =</^(> 0 = U 2, 

U 时，使得 I /- 达到最小値* 

■ f 

证明由 { P ,} 的正交与规一桂寸鈕 

udi =</ kJk >- i >?* t - 


从而得 


= 1 ! 川- 2 ^>, 


f - fk \ 


IX 

I ■ i 


卜 * : i^i 

:■■■'■ 

A > 肘， 1 /r AH 〗 达到最小値, 


由此可见，当 A =^ i <* 


且最小暄为 


J / Jis-S 

, y ■ 1 


此外，若令 


s fcW , 

< ‘ 1 1 


则有 


v-s k n = uv-^E c ^ 。 …、' 

f _ 1 

I B ■■■■ -h P p 

定理 S . 14 ( Be 如■不等式）设幻中的化正交 

系， K / e ^ iE ), 则 / OO 的广义 ， Fo « id 素数 {4} 锇4…’: 


1 热 




k~ 1 

证明从上述定理可知，对任意的女有 

i/I 卜 


<6.6) 


从而有 


^ * I 


令杧+00，即得 


n 


定霣 5.15(Ri«z-FiKher 走理〉 设 {?>} 是它）中的规一化 
正 交系， 若 {4} 是满甩， 


2巧〈°° 

1 


的任一实数列，則存在使得 

. :: ： </，_*>岑 t = 


证明作函数 


- 2 
I -1 




显然有 


it ^ t 


I izz 

= s 

J f - * + I 






由此可知是 i 2 (£> 中的基本列•根据的完备性，存在 
/€&(£)，使得，/ 


limj/ -*- S k l t — 0 


由此知</，#*> = ; M,”-) 
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由上两定理可知， L 2 (ZO 中的元/的广义 Founa 级数总足 
在 P 中收敛于某个但是9不一定是/,例如 


^ = ^^=sin Iqx , 七= H 


是 L 2 (- n t iO 中的规一化正交系， fR 对于 /O) =⑶打， 
4 =</，〜> = 0(V = U2，〜）， 因此得 


们有 


lim ^ j c ^ k -厂 

k ■ 1 




这一情形类似于三维欧氏空间中只取两个正交向量组成正交 

系但不组成正交基 TT 样，使得不同的向量可能具有相同的坐标. 

■ 

为排除这一情形，我们引入下述完全系的槪念. 

定义 B.B .设 {&} 是中的正交系，若 L^£) 中不再存在 

非窖元雔与 一切〜 正交，则称此 W *} 是 D 中的完全系，換句话 

■ ■ 

说，若/€以（石)且</，〜> = 0<^ = 1,2,.“），则必有 /OO = 0 n. 

走》6.16设{以}是1 2 (幻中的规一化的完全系， 

令〜=</， Pjt 〉 C^C =】，2,…），则 




Jj 


0 


C 6.7) 


证明假定 


lim y)c?i <p t - g\ =0, 9^ 

屠 —《^I f ^ i ! 4 


则 = （彳…），从而可知 

<f - 9^<Pi> = <f,f i>- <3, fi> = 0, i = l,2 

■ 

■ 

因为 {h} 是完全系，所以由定义知 

■ 

/CO - 9W =0 a.e.. 




这埤明 （6.7) 式成立. ^ 

例(三角函数系是完全系）设 E = 则三角函数系 




l t coa x f sin x ^ 




是中的完全系 
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证明 （ i ) 设/00是[_1<]上的连续函数.若其一切 bur 

b 系数都是零，则/00=0. 

事实上，如果/00去0,那末存在心€[-«：，11],使得|/0^)| 

为最火値.不妨设 /( h ) = M >0, 从而可取到充分小的区间/ = 
- S ， x 0 + 8 )， 使得 


fW > 士 




2 


现在，硏究三角多项式: 


= 1 + cos(^ - jc 0 ) - coa5 


因为 * fl 00 仍是一个三角多项式，所以根据假 


们有 


/0)r (x>cU = 0, 


打 = H 


但这是不可能的 * 一方面，因为当时有^00彳<1, 


所以 


/(Jc)r 0)dx<M . 2« 


另 一 "方面，因为令/= ( x o — V 2 ， 欠0十占/2)时，存在 r > U 使得 


K ； r )> r ， 


X 


所以 


d 


/ Oor ( odx > 


* JT ? Z 2 


f n c — 界 


合幷上述两个积分不等式，得到 

lim f /0) ， _00<3 欠 ^ 


上述矛盾说明必须 / W ^ o . 

( U ) 设我们作函数 


f 


0 


/⑴秕 






因为500是 [-〜<! 上的绝对连续函数且 5( - 0^900 = 0，所 
以通过分部积分公式可得 
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ain^x 




— COS 


k 


djt = 


fw 




gin ^jc / 


sin 允 jc 


t > i . 现在令 


i r 

^2 «J 


5 ⑺扣， GO ) = - 


我们有 


cosfcjc 


f 


Goo 


djc - 0 ? 左 = 0,1 ，2, •“， 


sin^jc 


即 COO 的一切 Fourier 系数都是零 _ 由 O 知 G ( r ) 三0，即没00 

从而可知 




fW - 9' W = 0 n . e . _ 

我 f 门知遨，在 欧氏空 间中有线性无关向最 f 且的槪念，幷可由 
它们导出正交向量组，而极大线性无关向釐组构成空间的基底 * 
其个数就是空间的 维数. 从这一角度出发，我 n ⑴入下 述定义 • 

定义6,9设必00,100,…，九是定义在五上的函数* 


如果从 


+ a 冰 0) + …+ hhOO = 0 

可推出 h =0 (t = 1，2,…乂），那末称函数 = 

性无关的 I 对于由无限多个函数组成‘的菌数苹*如杲其中任意有 

限个函数都是线性无关的，那末称此函数系是线性无关的（显然, 

■ 

线性无关函数系中不存在几乎处处等于零的函数 h 

例 L s ( s ) 中的正交系柃*}一定是线性无关的. 

事实上，若在 {&} 中任取有限个幷假定 


,e 


大> 是线 


i9k x W + ^<x> + ». + a i9ki dx} ; 


a.e.. 


则在上式两端各乘以〜/幻，且在五上对工进行积分，由（以) 
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的」 E 交性可知\ = 0,冋理可证\ =七 

当然，一个线性无关的函数系不一定是正交系，不过，我们 
可以在此函数系的基础上建立起正交系来，这就是下面所讲的 

Gram-Schmidt 正交化方法： 

设 {&} 是 P <£) 中的线性无关系，令 


0 


<吩2,爭1> 

IMT " 


史 i00 =60，. = ~ 


+ A 00 


t 


一般来说，在取定 

ffcOO + a k ^9 zW +… + a k , k — lf p k 一汄 X ) + 垆 fc 00. 


其中 


<〜，〜> 


i = 1,2, ■，*, - 1 


hiU f 


易知这样所得的 {&} 汰=1，2 …） 是正交的. 

由于 i 2 <£) 中存在可数稠密集/\若将 r 中鉍性无关的向量 

选出来，再进行上述正交化过程，就可得到一个正交系 * 

定理 6 J 7 设 { P t } 是幻中的规一化正关系，若对任意的 

■ 

/€乙 2 (石）以及 e >0, 存在 {&} 中的线性组合 


9 M = U 

/ - 1 

使得则 {&.} 是完全系， 

证明假定不是完全系，则存在非零元 (幻， 使 

■ 

得 = 因为〗 /0 a > O ， 所以根据假定，存在 

使得 


k 

/" 2 i 


tf/I 


11 ■ 
A 


2 


从而得 


in 


辱 

f - ] 


j ^ i 

■ 

另一方面，由于<八心> = 0(1 = ：1,2,…），故 


rt 


z 
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= < fj >- = Ul ! 

卜 1 


这一矛盾说明 {&} 是完全系* 


4 * p 空间的性质 （ n > 


(一〉 共于 p 的范數 k • I 

如果在 Holder 不等式 


U 


/ct)500<^ <U/bkH 


中， 取 则有 


/00穸00心 


那末是否存在 (£) 且 = i, 使得上式等号成立呢? 
我们有 ■^述 结论： 

定捕 6.W 若/€以(五)， （ i < p < w ),， 则存在 

且_，=1，使得 


fl/l 


fMgCxydx 


( 6 . 8 ) 


证明 （ i ) P = l * 此时令 sU )= dgii /00， 則 W | U = 1 


有 


fWaWdx 


\ fW \ dx ^ W \ i * 


S 5 


(ii) 1<P< oo . 此时不妨设||/〖，关0，令 


⑽ = ( 微 ) 




则有 



/ 




\fCx){ dx = l 


1/1! 


而且 


I/oof 


) 


/WgMdx 


1/00 


^ y\\p 


52 


1/1! 


对于 p = 我们有下述 定理， 

定理 GJ 9 若 jei ( E )， 則有 

II/L- 




) 


/WgCxydx 


证明令 fl/L = M >0, 从而只需证明对充分小的存 


在36 且116^ = 1，使得 


I 


f(xy&^x}dx^>M ^ b 


即可_因为|/}!* =财，所以对存在五中的子集幷且 

■ ■ 

( A )= a >0, 使得 




| — s ， A 


现在令 


500 = foo . 


可知 Wl 


isM \ dx ^ 


JUCOh - Jf 




而且 


/(x^g(x)dx = / Wdx 


J 


l / M\d 


>M - 


24 % 


注意，若令 £ = 则 I/U = U 此时，对干 


任意的沒€以（幻且3£^，1有 

f fMyMdx |<f 


gW \ dx < Ig ( x ) Ida : = 1 # 


这说明对于 p = 〜， /€ P (£>， 不一定存在 托以⑹且 ( iw ，」 - 
u 使得 


fl/L = / OOffCOdx . 

J F 

_ 下述定理在一定意义上是 HSider 不等式的逆命题 # 

宠理 6.2D 设000是石上的可测函数，若存在 M>0， 使得 
对一切在 S 上可积的筍单函数都有 

■ 

3( x ) p ( x)dx 

■ 

则(幻 （ P / 是 P 的共轭指标）且« 

■ 

证明⑴ P>1_ 对于4001’，作具有紧支岸的非角可测 
简单函数渐升列 {hOOh 使得 > 

lim 叫 00 = \ gW ]^\ 


现在令 


hOO =rhOOP〃sigii #00, 


則得 


^> k ( x^dx 


If^if 


注意到 


■ 


从而棋据假设可得 


^} k ix)dx ^： 1 i^ k (xygixydx^M\\^ k l 


由此可知 


tp k ( x ^ dx^：M 


令左 — oo ， 我们有 


1 


|办） 

00 P - U . 不妨设采用反证法.若(幻，则 
存在五中的可测集列 {A fc }, oo>mC^ fc )>0a = l,2 f -0, 使得 

500>&，工€ 4片，^ = 1,2, 


dx < M p 


»** 


令 


ffc 00 = h »， /C = l ，2，”.， 


则有 


- > 


trn ( A A ). 




4 _# 


(、> 


这-亨 $ 理的假设矛盾 


I 


二）卷积 


在第四章中我们指出， 若 f , geUd )， 则卷积 


且有 


K/*5)U 必 |/UpIU_ 


现在考虑在(及 B ) 中的情形. 

定理 G .21 设 / e^K 及 5€^ ? <^ t K 1< p < oo ), 則 

■ 

( You 叫不等式） 

证明令〆为 p 的龙轭指标，在不等式 

s ) Cx ) l < L - 

Lu ( w > 


(6.9) 


K / 


1 /(^ - Ilff(y>|d 夕 


1/^ 


\9W\ l/(x-^>l 


1/ 多 


3 f 
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的右端用 Hdlder 不等式，可得 




[I 


I fsC ^) I 




< 


对上式两端 P 乘方后再对 y 作积分，根据 Fnbiui 定理可知 


(/*9 >WPdx 


<1 I/K 




1/( 欠一 夕>||,900 I M 夕 


1 [ J/d|dx]d 穸 


= s/iir 






从而 ds ) 式成立. 

上述定理表明，当时卷积(函数 ）（/* 

■ 

0)<^)是属于1气及"）的，下面我们采考虑用卷积_数形 式举出 
L \/^) 中的稠密集.由于卷积本身的构成&显地^有 fl , 可以 
预料它在应用上有某种优越性_ 

引理 6.22( 广义 Minkowski 不等式）设/(尤,妁是 R ^ xR ^ 
上的可测函数，若对几乎处处的夕€及 *， /(AJO 属于广<及"） 

< l < P < oo ), 且有 


U 


y = A /< o ^， 


r<u\ 


/ Ocd ) 办 




X 


(6.10) 


证明不妨设 P >1, p /是？ 的共轭指标，幷令 
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l / C ^,. y ) 1^. 

现在，对子任意的可积简单函数 f ( x >, 我们有 




F(x)(p(x) dx t ^ |FO >《 (x)jdjf 


\ f ( x , s /)\ dj / j 沪 （ x)|dx 


< 


七 [J 


|/ C ^ t ^) I k (^) [dx 


UI 


j i/^r { I 

[Jj ㈣ , 叫 


\nx,^\^dx 




根据定理6.20可_知丨|/ 7 | 11 <入/ + 即 


u 


’« LL |/0 f ， W - 


/( U 0 d 夕 


定义 S .10 设是定义在 K " 上的函数，00，令 


(H •，的 


K t W^^K 




我们称 Vf ,0：) 为的展縮豳数. 

■ ■ 

■ 

例设 [00 = Jfm eil > 00， 则有 


I 司 < e ， 

我们有下列茼单事实：设 xep (及 fl >， 

K € (xydx - 

( ii ) 对于固定的 5> o ， 有 




K(xydxf 


( i > 


li 


|/ f ,( jc)|dx = 0 


定理 S .23 设凡及 O 且 [ fWNsl ，若 /€ P (化 M 1 <P 

<«)，则有 
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li 


H ^/-/JJp = 0 


( ill ) 


kll 


证明由于 


d - fW = 


/O)] KiO dy 


tt 


R 


[/O — 奸） -1(x)2^W^ifp 


n 


A 


故根据广义 Minkowski 不等式可得 


{I 


1 /f 


Id */)<>> -/( X ) 心 f 


0 


R 


={U1 




[/( 笑一叫 > -/ CxyjK(i/)dy 


x 




R 


\ fix - By '} 一/00丨 f dx 




n 


k 


ij 


i / p 


尸 ‘（JO = 


\/Cx-E^y -fcx) I p dx 


令 


« 


it 


K 


显然，0</^(少）|凡00丨€ 2 11/^兀00丨，且当时有厂 CjO 

— 0, 从而根据 Lebesgue 控制收敛定理，我们有 

f 

现在，我们特别令 ACO = pOO 


0* 




f 




I 吶 <1， 

\ x \>lf 


cexp 




pW = 


o . 


其中 e 是使 bh ^ i 之 常数. 易证当八幻是具有紧支集 F 且属于 
PCA ) 的函数时， （ A */) O 0 也具有紧支集 * 这是因为在等式 

(p,*/)w 


^f(x - et)pQydt = 

之中，当 / OO 的紧支集 F 与开球 So ：; 不相交时，则由于卜| 

<1， 故 fOc - d ) P ( t )。 

的支集是 F 的 e - 邻域〔指 { X * d ^ x . F ^ Ce })^ 这就是说它具有紧 








I I r <i 


即 ( p -*/) W =0, 所以， ( p ^ fKx ) 
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支集 


定理 S .24 具有紧支集且无限次可微的函数类在 
^^(及，>中稠密. 

证明设 / O 0€ P (/? O , 令 


fOO, f3r|<AT, 

0， w >\ 

显然，对于任意的 t ?> o , 必存在 W ， 使得 fl/-/〃ILd 由于 

/vOO 具有紧支集，故(心*/«〉<>：)£0(化）， M 而根据上述定 
理，存在 e >0, 使得 


UW - 


Ip , hh < n m 


最后由不等式 




可知结论是成立的. 

( 三） Hardy-Little wood 极大為数 

在 §5. 6中，为了探讨及_上的不定积分的微分问顯，啻引 
进 H-L 极大函数的櫬念，幷对给出/沾计式<5.22). 

现在我们来讨论的情形 • 

设 / S £/</?0, 令 


|/ UO | dy , 


O 0 




我们有下述定理 * 

定理 S .25 设，则 （ M /> e p (卟) 

a < p < oo ), 且有 




( 6 . 12 ) 




<X12) 式显然成立，且有 A_、= ；t 


证明 （O p = 

<H> 1<P <~* 对任意的心令 


4 


a 


£ 


|/ Wl>V 


2 
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并作函数 


/ oo . 


产00 


x ^ E 


因为1/001 < I 尸 00丨+ V 2, 所以有 


认而可知 




X 


{x:(MO W > 又}<=彳 xziMf x )M > + 


2 


由于 /\ L l (/ r )， 故可以引用估计式 （5.22) 而得到 

(伶 :（ Mi )00 


2A f 

X 


\f l M\dx 


!//： 


上式左端是 CMi ) W 的分布函数，若记为上式可 

重写为 


j If 001 如 




根据定理4+32，我们有 


\ iM 0 W \ p ^ 

f>— l PH, IK *)H di 

lAp J" J/U) \x El Wdx ]di 

2Ap f |/C*>| [ JJ i^ 2 z Bi Cx}dx 1 


"叫 （ M /)* U)cU 


p 


^ p 


dx 


因为 




2 广 


x El Mi^ 2 di 


dl 




P — l 


所以最后得到 
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2 Mp 


(Mf)(x)\ p dx^ 


i/wr 虹 


p ■ 1 


这就证明了 （6.12) 式，其中 




i /^ 


Hardy - Littlewocd 极大函数在分析学的许多问题中有着重要 


的应用 


习 


1. 设 0< m (£)< oo ， 令 

= (&L 1 叫 

试证明当巧<? 2 时，有 

设 / e "([ o ，： u ). 令 

1 /⑴ 

0 1^ ■ t f 


1< P < 


华 


dt, 0<x<i 9 


ffW = 




l y 4 l 

试证明 g ^ Wdx ^ <2 a /"2 ■( J : 尸⑴ d ,) 


3 •设 m(£><co, Q<p<q<cc ， 试证明 

H / U — ll/k (当 P — 々时） • 

4. 设 /ep(£) ， 似 （ X)>0 且 f w(x)dx = u 试证明 


(^ jj /( x ) l p wCx)dxj 


li 


= «/! 


■ fjl 


( EX ： od ? asi / u >0. 试证明 


设 /ezr CE ), 


mv\ 


= I /i« 


li 


tn 


设试证明下面两个不等式是不相容的 





4 


(O L / C ^) - sinx 2 2 dx ^： 


o 


00 C /( JC > - cosxJ £ dx < — 


« 


0 


7. 设 0< P ，？< oo , 试证明 = LM /<p + 9 ，（£>， 

其中 i p (£) • L g (£) = {/ * ff ： feL p ( E ), geL q ( E )}^ 

8. 设/「00，没00是£上非负可測函数， 1< p < oo , 1^< 

-1，试证明 


oo ，7 = i + g 






i/r 


fWgWdx < 




9 - 1S/6L p (A"), geL q (R n ) r l<p ，？ <co ， l/p + i/fl 

-1>0* 令 AO ：) 


fCt ) d <^- t ) dt , 试证明 




n 


義 KS/lMffll 


zz : —™ + ■ - - 1 

P q 1 


g ， 


10 • 设 0<P(j<a<co ， 若 L p o(S)CL q KE )， 试证明对 

ii. 设 /eLHA 1 ) ， ( 及 ')， 令 

f h ( x 、~ LfC x + f ^) — f ( x ) j/h ( A ^ O ), 


若有 


lx 


= 0, 


h-o J R 


试证明存在常数 c ， 使得 


fM - giOdt + c 9 






0 


i 2*. 设 {/„00} 是 （ o ，^) 上可微函数列，且有 


\ f r % ( x ) l 2 dx^Mf J /.< x ) J < 


X 


拥5 


Cn - l ， 2 f … ，文 6(0, oo)), 

试证明{八（4}是一致有界的，且对任给 e >0, 35>0，当 

<办0士，有 


ifnW - fn ( y 、\< E ， 

13:设 167 CPKm (£)< co , f € L ? ( E ：> Rf k GL p (EXk 
i ，2, …） • 若 = 试证明 ny / jt - yifO . 

14. 设 /^ l p ([>，*〕），/ fc € I p < r ^&]> ( fc = l ,2, …），且有 
l / fc -/]] p ^0 ( fc - oo >, 试证明 


x f y ^(0,<= o }, n = l ,2, 


lim f k C^)dx 


f(x)dx^ a^t^,b m 




k 


a 


a 


- 


15, 设 ( fc -> cc ， xel >，々])， 且有 


J:l 八 ⑽ r 


dx：;：.M ( fc = l ，2, …），心 < r < 


»1 


试证明对 P : 0<P<r ? 有 


b 


J/fcC^> ~ f(x)\ p dx = o^ 


Ml 




16. 设 l < p < co , feL p ( E) f 八 ei p (£ Kfc = i ，2，.__), 且 
有 lira / fc «) = lini |/ Jp - y \\ p ^ 试证明 


Jt 




]i 


HA -/ Up = o 


llfl 




17. 设 l < p < oo ，/ Jt eL p <£>( fc = 且有 

■ 

lim 八 OO 二 /(文 ）， sup 


k 


i Kk <^ 1 


试证明对任意的 (£)( 〆 是 P 的共轭指标)，有 


lim 




f ( x ) g ( x ) dx m 




k 


E 


—►to 


f 


18. 设沉匀是£上的可测函数，若対于任意的 /6 U ( E ), 
^\\9 ' 试证明 
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19- 试说明在 mem ^ nn 积分意义下平方可积的函数类不是完 

备空间 〈其中 距离为#/，的= 

■ 

20. 设 P >1， 而且对于任意一个具有紧 S 集的 

■ ■ 

有 f = 试证明 

J li fl 

fw = o , 

21, 设 W (幻且存在 r >0， 使得 fEL T ( E ). 试证明 

||/|( p = exp ^] og |/( JC > | dx ^. 

22*. 设 / W 是圯上的非负的单调上升函数*令0 = {仍 /•« 

■ 

试证明 D 在子稠密， 

23. 设{八(幻}是1 2 ([0，1])中的绝对连续函数列，且又6 
L 2 CCO , l ])* 又存在 /， j ? eL 2 ([0, l ]>， 满足 

lim|f 八一 /|| 2 = 0， lim |/；- 5 |, = 0^ ^ 


a ,e ^ 


li 


试证明八幻是 [0，1] 上的绝对連续函数，且有 

厂00 = gW , 


6[0，1]. 

24. 设汐 i 00} 是 P ( A ) 上规一化完全系， 

上规一化完全系，试证明 { A ， fc (» d >} = {hoo • 6(夕>}是 
上的规一化完全系 . ： 

25*. 设 { LOO } 是 U (£) 中规一化正 交系， m (£)< oo ， 且满 

■ ■ 

足 UfcOOlSA / C ^ eN . xeE ). 试证明级数; S 八⑺作在 忑上几 

1 1 £>i 

乎处处收敛. 

26*, 设 {〃》} 是中的规^化完全系 ，试证 明对于 o , 
叼中任一正测子集 E ， 有 


27,设中的规一化完全系，若汴„}是 i 2 ((>， 

〜 & - , ■ 

N ) 中满足 的正交系，试证明{少，}是 
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" Uaj 】） 中的完全系 I 

28. 试证明是 ^([0^]) 中的完全系， 

29 * 设{%}是 P ( U ， H ) 中的规一化正交系，|%00丨 

(是一1，2,…）.若有数列{«山使得级数士 gj < Pf (^) [ g^l 

上几乎处处收敛，试证明 


li 


0 


30. 设 H 


])，{< P t OO } 是 （_ i 幻上的三角函数 


7 T 醑 7 T 


系，若有 如 一 0 (々 一 1，2, …）， 试证明 


fM 


， Jr-e, jt € ( _ at, nr]* 


l fOO 


M 气令 x » p 

证明 J ： 在 i * X [ o , i ]> 中 稠密. 

32 ■设{叫}是 LKia ^ 中的 规一化完全系 ，令 

■ 

、 « 

/€/^([3,6])， q — </ ，％ > ， /00 〜 2] ( 内 00, 

试证明中的任一可测子集芯，有 * -1 


e C W ([0,1] 〕； /(0) = 0, 


， 试 


djf 


fMdx — U <p k Wdx, 

C 即 fOO 的广义 Fourier 级数可 & 逐项积分） 

幻'设是 LKR ^ 中的规一化正交系，令 

E — { x ： lim tp 4 0 r ) 存在}， 

. m 

p *00， 


eB ， 


11 


fW 


x e 


^ R \ 


试证明 fM 

34 .设 K *) 是五上的可测函数.若对任意的 f 6 
P < °°>»必有 f * g ^ UE ^ y 试证明/6^(五）（，是#»的共辑 
指标 X 


K 


， a . e . jt 
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-«1 "im ■ 


35 .设 / e p (/ r ) (1 < p < a ) ■令 

/^( A ) = mi { x ： 1/00 I > 0 )，i > 0, 


试证明 


™ D ， limiK 又） = 


36. 若对 5(0,1) 中任一闭集 F ， 均有 

f/(jf H~ A) _ fix') I d 

试证明存在常数 


a ( JA |), A — ()• 

■ 

€ 5(0,1). 

37* 设 K ( ZR n 是紧集， FCR ” 是闭集且 Kf ] F - 必，试 
作一个在上无穷次可微的函数 免 O ), 使得 

, F , 

38♦设 KO，y ) 是 IT X R m 上的可测函数，且存在 M， 使得 

I 尺 0 ， y)|dy < M ， 

/€ LKR m Xi < p <<^>). 令 noo 


tpM 


R 


y € 


尺 “， y )/( y ) dy , 试证明 


\\ Ti \\,< A \\ f \\^ 

上是局部可积的， oo , 试证明下 


3 9 -设在 

列条件是等 价的： 

⑴ f € L \ R * y , 

( ii ) 存在 M > 0，对于 IT 中任意有限个互不相交的正测 


有 




万 I ， fi 2 . 


S 


/OOdjc 名 \f 


x 、坩 （石 ■) 
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40' 设 一 oo < a < i < oo , / CO 是， 6) 上几乎处处不为 

零的可测函数，且满足 

1/001 < 代 

斌证明若有((〜 O ), 使得 

fOO 犮 OOd* — 0 ， 

41 .设 g 6 L ( Ji^ y 且 lim 私一州 




€ o , 厶） 


， 5 >0, 


X 


b 


o , i . 


n 


x 


则 gM —= o . 


a.e 4 x 


，读 fc 明 


f k ( x — y)^Cy)dy =- 


K 龙一 y)f(y) d y 


li 


\ u ] 


设 i < p < oo , 且有 


42 


S W〆 


CO 


t = I 


试证明 S l/*WI 


x ^ E , 若记 


C 00, a + e ， 


k>i 


fM ^ 2 / 




则有 




S / r / 


iwi . 〃以及 


lim 


f 


43, 埤 /*_( K 石川广 C 石）， / eU £)， 若有 

r I 

* i m 11/* — /111 _ 0 ， SU P ll/*IU < 00 


试证明对 1 < f < 的有 

iim ||/ 4 -/(i. 




44 -设 1 < p < a ， 


P 


试证明 f * gOO 蛙 Y 上的连渎函数 


附录 （ I) Stieltjes 积分简介 


对干连绩函数 〆 幻的积分 


I 

n 

可以看成是众00在[0，1]上的平均値.在某些情形下，考虑 P 的 
不同的平均也是重耍的，它反映出3在 [0, i ] 內各个地方的不同 

作用与 影响， 例如考.虑 


31 gix ' y ^ dx ^ 

这也是 P 的一#不均.但此时在 [< M ] 中接近于1的点与接近于0 
的点上，对5求平均时的份量是不同的 C 这里的因子3是正规化常 
数).这种“偏重”的平均一股用一个“权”函数 

MJ: [0, 1]4[0, OO] 

■ 

来描述，即在 [Ml 上的加权 w 平均为 

■ 

有时我 n 还要考虑在平均时共权 a 集中在某些点上，如 
+ flC 3/4)/2. 这种情况相当于区问 [0， i / O ，（1/ U /4 V 以及 
(3/4,1) 对积分沒有贡献，也可以说类似于某种#测集 • 二般， 
这一问题可表述为 


/J ； 




〉 : j ^ 1 f 2 9 *** 

J T " ，- 


其中 = 且 = 

fl - 1 

■ 

■ ■ 

下面，我们来建立一种叫做 SiieltjM 积分的 g 论，在这一理 


2G1 


论中 • 上述种 种命题将是这一理论的诗殊情形. 

nn-Slie]t |eja 积分 

定义 设是定义在 |>彳] 上的弋値 函数，对 干分划 

任意选取 = 


f —) 


e 


in , 


A 




rt )， 幷作 Riem ‘? nn-Slieit |es 和式 j 




S = \ 




若板限 


s 


=/ 1 l d I = 


1 1" 1 ~ 1 » 2 ^ *** i 

存在，即对任给的£>0，存在 6> o ， 使得时有 

U - S ,\< e , 

則％ f 是0关干/在上的 KiefXi ^ inn - StieU r es 积分 t 简称 为 
K 4 枳分， 幷记为 


{ 




^(3r>d/fr> 


则 j 


特钶，若 fM - ^ 


(丈) 正是 Riemaon |}!分 


■ 


9< x ) d ^ + 

进-步，若/00是绝对连续的黾调 t 升函数，埘有 

(方）= f 尸00如， 


上式右端的积分是 Lebe 哨 uc 积分 • 

R - S 积分有 T 述简单性质， 

g ( x ) dfO 0 存在， C 是常数 ，則 有下 面的积 分存在 


若 J 


<0 




g^x)d(cf(xy) 


a^T eg ( x ) df ( x } 


g(x}d(^/(x)y jCOd/OO* 




若 j 


&<: t > d /< x ) 存在，则存在 


Z ^2 


idi(x) ^ tf 2 (x) 」 d/{x) 


且有 


[lOO + 9 tWW = I 


i(^)d/<x) +j ffj(^>d/(x) p 

， J>Oc>d/ t (x) 存在， 

■ ■ 

(? Wd [八 （x) + 八 00] 


(iio 若 


则存在 


見有 


g ( x ^ d [/,( x ^ + ACr)] = gCxydf ^ x } + J fl ( Jf)d 厶(幻 


积分 f 


定理 


0OOJ/O：) 存在的必要且充分的条件是，对任 


给的00,存在5>0,使得当任意两个分划心与满足^丨< 

引 f|<5 时有 


IU 

■ 

设 f>00d/00 存在, 
gOOd/ 00存在，且有 


KB 


別积分 


定 m 


a <： c < b r 


\ 


I 


flOO <*/( x ) = 

设(幻 d /( J 0 存在，則 f 

■ 

证明对于分划 4 ：a = x fi <x 1 <***<x B d 以及 
(* = 1,2,"_，《)，我们有 


Cx)d/Cx> + j ff(r)d/<» 


定理 


/OOd fl (r) 也存在，艮有 


2»( 匕 )[ 八 D - ,(k)] 

4 - I 

" _ 

2 扣 *) 他） - 2 抓 )/(u 

f-t (-4 


s 






十 DfW - 

- T ^ + [, g (&)/ (妁- 9 WfWl ^ 


-■ V. 


其中 


fl 


= 2]/<x f >[5C^ +1 >- 9^i)^ /(^^i) - 9W3 


T 




+ /W [⑽） - fiK “）： 

是 /(4 关于在上的 Rjemann - Stieltjes 和式，从而当 

- ■ ■ 1 ■ 1 
S ■ J ■ - 1 

|叫40时，可知 ]^/< X > d S O 0 存在，且 （1) 式成立， 

■ 

注意，当积分 


a 


g(x^df(x^ 

r \. J 1 ■■ 

存在时， / 与 p 在上本能有 5 &共术连续点，为了证明这一 

與，不妓假设 bed 是/与的耸共不连续点，剌梯 fe > o , 

使得对任给的 c >0 总有点 L 与 G 满足 




e 


€ 




+ V ， 


2 


作分划 


^ 0 <^ 1 <* ； - <^^-i = 〜<_•*<"〜 匕 iV f ^|<« 

瑪取 f t f ^ io—i^ X ic^ I* 


a 


幷令 


= 1 ^ 9iX i 0[/(^ ( 〉- / (欠卜 i )]， 

j -1 

■ 

■ 

■. 

2>(匕> [，⑻-如卜 J ] 

… o 

+ 5( r〜）u ⑺。）- 八〜 『1)] 


K" I 


显然，我们冇 


n R 卜⑽ y - O 【 I/c^ f0 > - 

■ 

由于 i ? 在 w = h 处不连续，总可选取上述的与使得 


(某个与 e 无关的正数 >. 从而上述不等式与 0 OOd /« 存在相 


矛盾 


R - S 积分 sO ：) d /< r ) 的一个最甭荽的特例是 /0 O 为单调或 


有界变差的情形, 


引理设 W 幻是[〜纟]上的有界函数，八幻是[〜 N 上的单调 
上升函数，令4 


= & t 


a 




，= inf { g (, x ) ix ^}， 


= ^p{9W ： x t ^^x^x t y 


= 2%[八 X * 卜你 H >]， 


I - 1 

p 

显然有幷不难证明： 

( i ) 若々是 d 的加细分划，则 

Lj >L^ Uy <t/^, 

_< ii ) 若 W 与 M 是任意两个分划，则 
蹙理设 ffOO 是1»]上的连续函数，/00是[>,&〕上的有 

界变差函数，则 f ^ OOd / oo 存在，且有 


< 2 ) 


3 


I 


kwi • V c/ >- ⑷ 

证明为了 i 正明积分的存在性，不妨假定 /( O 是单调上升 


ff (^) d /(^> < swp 


265 


函数，而且只需指出极限 


lim L .. lim U 


存在且相等，若/00是一个常数函数，则结论是显然的_咨则 
由 T 000的连续性可知，对任给的存在^>0,只要分划 

3的 Mj < A 就有 


M i - 


fW-fiay 


因此，当丨⑴ <5时得到 

A 

f - 1 

lim -£^)^0 


这说明 


<5) 


现在证明极限 


lim U 


存在，若不然，就存在 e >0 以及分划序列与 {#}， 丨与 
|4; oo )， 使得 




从而根据 （5 >式可知，当 t 充分大时有 t 


U ^> e / 2 > 0 , 这 


与<3 ) 式矛盾. 

最后，不等式 （ 4 )可直接从 R - S 和式 L 的估计幷取极限而 


得到 


注设是定义在上的实値 函数* 如果对于 

a < c < b f 我们只知道积分 


5O)d/(30 


dW^fWt 


存在，幷不能推出 


eO ) d /00 
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OO, /W = x 


00, 


的存在 性 # 例如令 


[0， i ] 


rot n 


™o 

« — i 


aWd/(x> = o 


易知 


但积分 H 

若 /OO 是 [> 上的有界函数，处连续 ia <€< 
b >, 则当积分 


500d/(+i：) 幷不存在.不过，下述命羈是成立的 


I 


5( x ) d / ⑴, 




积分 J 

gdx } df ( x } 


存在，且有 

dWdfCx) + f gWdf{x^ m 

ff J € 

例设 /00 在 J ?* 的一个球层上是可积的. 
0( IM ) = 5( r > 是上的连续函数，其中 0< fl < fr < co ， 若 


存在时， 




令 


F ( r ) = J 


fWdx ^ «方， 


则有公式 


fCx)g(\x\ydx 

上式的右端积分是存在的.不妨设八幻>0,幷记上式左端为/ 
作区间 [ a , fr ] 的分划 d:a = r ,< T 1 <^< r k =： b t 我们有 

fWgC \ x \) dx 9 


gCOdFCO 




SJ 


若令 


m i = }, Af f = sup{^(r> : r i ^ l ^r^r i } 9 

其中 i = l ,2, ■"乂 . 则由于/>0,可知 


i? 广 k 


/Mdx 




fMdx , 
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从而得到 


■[ 尸 （ r i)- FDM( r i) - F < r i-i)l 

i - L i - t 

根据 Riemaan-Stieltjes 积分定义，当分划的小区 间矣度 的最大 

者趋于零时，上式两端都趋于 

5 ( r ) dFCO , 即得 


5 ⑺ dF ( r )_ 


( 二） Lebesgue-Stieltjes 測度与积分 

现在，我们要在夂 1 上建立一釉新的测度、积分理论一 

■ ■ I 

Lebesgue - Stieltjes 测度、积分理论，它在槪率论中有着非常重 
要的应用，本书正文中所讲的 Lebesgue 测度、积分是它的一种 
特殊 情形. 


我 IH 还将讨论这神 Lebeague-Stieltjea 积分与 Riemann - Sti - 
cltjes 积分的关系，幷从 Lebeague - Stieltjea 测度的角度 〖合 出一 
个函数是 Riemaon ^ Stieltjes 可积的充分且必要的条件. 

定义 设八功是&上的单调上升实値函数，对于#中非 
空子集令 


{2 [’⑹ (〜，〜]}， 

幷规定 M ( 〆 ）=<),则我们有下述事实 r 

( ii ) 若 G <= E 2 ， 则 

Cni) ti* f 

(上述事实的证明与 $ 2.1 中所述类似. ） 这说明 M 是定义在 P 上 
的外测度，我们称它为相应于/的 Lebesgue - StUltjea 外测度， 

苗 /00 = jc 时 • 它就是 Ufcesgue 外 测度. 此外， M 还满足距离 

外测度性质： 

定理设五■，尽是&中的点集， ^ d ( E lf E , y > Q t 则有 

料 * f d ) + = fiUE } U 仏）. 


^ =inf 


(U 心 

n - I rt — i 
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证明首先我们看到， 若 a = a 0 < a «“ n d ， 则有 


/ 0 ) - fw ^ / d ,)] 


这说明在< 的定义中，我们总可以使每个覆盖子区间 （ q ， h ] 取 
得充分小，从而对任意的 e >0, 我们选取其中毎个 
( qjfc ] 的长度小于以孕，尽)，使得 

U (〜九]〕尽 u ^， 

t 

2 ^/(^) - C^i U + 

t ^ 

于是苒把 {(&，&*]} 分为两个覆盖族，其一覆盖其二覆盖尽， 

就可以得到 

WCEO (民) +L 


由 e 的任意性可知 


五 1〉办? C 石 3XM (疋1 U 五8〉 

上式的反向不等式可由外测度的次可加性立即得出. 

为了从4导出可测集幷建立相应的测度，与 §2. 2所作的一 

样，我们仍用 Carath ^ odory 条件来 定义： .若对任意: Tci * 1 , 有 

■ ■ 

/*?( 了） =Mc r n 幻 

则称丑为及 1 中的 W 可撕集，此时，其外测度称为 Lflbosgue - 
Siieltjes 测度，记为简称为 L - S 测度〜或〜圯中的 bS 

可测集构成一个 a - 代数，其证明与 §2.2 中所述类似 • 由此可 
知，为了证明於中的 Bcirel 集都是 L - S 可测集，只需证明#中 

的区间是 L - S 可测集即可_因为心具有距离外测度性质，所以 
区间是 L - S 可测集的证明与§ 2,2中所述类似， 

定理若五€及 S 则存在一个 Borel 集 5: Bz > 丑，使得 


* 




丑） 


证明对任一自然数 H , 选择使得 
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作 


-门圮 • 


B n ^{JW\b^ 

1 

则 Ec ： fi , 且 S 是丑01^ ] 集*我们有 

,xC^>^C^><SC/a?) -/Ca?)]On^> 


从而知其反向不等式是显然的. 

定理若/00是及 1 上的单调上升的右连续函数，则有 

=/(&)- /(6)， 


特别有 


证明因为是本身的一个覆盖，所以总有 

■ 


另一方面，设 


0]c|J Caft^fc]* 

Jt 

对任给的 £> o , 由于/的右连续性，故可选择 {Mh 

b k <b\, fCb k )>ny k )^B2-\ 

若 〆 滿足《<<^<办，则 {0» fc ， M )} 捶盖!>'>]，从而存在有限子 
覆盖，不舫设 


^ - 1 


假定1,2 ，…， m - 1>(必要时剔除一部分区 间〉， 且 

以及々<竓，从而可知 




k i - 1 
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因为 


w m ) - /(«t) = [/〜） -/oo] + [/«) - n^n 

> - f : + [/(&) - yco ]， 

f ip ’ k 〉 一 / c^it+i) 


K ~ 1» …，饥 ** 1， 


所以我们有 


2 [ 肌 ） - 咖扣 >] 

pi — 1 «— i 

S ⑽ D _ 他 )]+ S [ ⑽） - 池 +)] 

i — i 裊 — 1 

— 1 

归纳以上所述可知 




B 


2〔/(〜）-从 
* 


2 e + [/( ft ) -/<0] 


令 e + o , 我们得到 


2[/(^) -/<« fc )3^/0) -/<«), 


至于定理的第二个结论，只要应用上述过程于 
(弋= 1,2,…）即可， 

注 （ i ) 若在 L - S 外測度的定义中，采用开区间代替半开閉 
区间，即令 . ： 


1 2 r / c ^ jt ) - / (%〉] :五 c ( c fc ， 〜) j 


H ^(£) = inf 

則不难证明 m 是 p 上的鉅寓外測度，且有 
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，州 + 0> - f(a 

- fO + 0) - /(^ - 0 )j 

C(^ ， b:\) = f(h + 0) - 十 0); 

CL«,^>) = /O - 0) - - o )； 

^ f aa , b )) - /o —0) -，（a + 0). 

易知，布 / co 是右连续函数的情形 t , 两者所导 m 的外测度是 
相同的， 


( B ) 


( ii ) 若^是 《__ f : 的有限 Borel 测度，则由定义 

人 O) = V ((- oo ， X ])， 

可作出一个在上的单调上升 函数八 00 , 旦有 

可以证明，由八00导出的 L - S 测度（作为一个 Borel 测度是 

与 p —致的（其中人00的右连续性扮演着重耍的角色)，这说明 
毎一个有限 Bwel 测度郁是 L - S 测度 • 


— oo <^ x<^oo 




例给定点列 {&} 与正数列 { M ， 


则称函数 


h ( x > - 2 


为跃阶函数，它是&上单调上升且右连续的函数，幷在不连续点 

处有跃阶値设与此 A 相应的 L-S 测麻为心，则任一点集 
都是/ V 可测的，且其测度为 


X 


n 


= S A «* 

J ■ fff 

■ -■ 

事实上，单元集 {&} 之测度为而点集 

之朴集测度为零， ； 从而由叫之可数可加徙推知上式是成立的， 

我 m 称相应于跃‘函数的 L - s 测度为离散测度， 

例设 / oo 是 [«,&] 上单调上升的绝对连续函数，记相应于 
/的 L - S 测度为限于区间[>，&]),则中任一个 Lebeag 


U 0 
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可测集 £ 都是 ~可 测的，且柯 

■ 

m ； C ^> = j '/' OOh . 

这 K 菸首先注到对于区间 O ，办」有 

-/(^) - / W - PV ' OO *^， 


然后苒用黹见的方法（通过开集)就可将上式推广到对淛橐. 

例设 / CO 是上单调上升的绝对连续函数.若 EczO , 

私/ 可测集，则 ( jc ) = 0} 是 Leloeague 可厕集 - 

在给定 L - S 测度的墓础上，我们鱿可以定义（用第三章的 方法〉 
4 广可测 函数，幷建立类似的性质 * 氣然，定义在 Borel 集上~ 

Borel 函数是可测函数，不难证明，若/00是单调 I 升的“ 

■ 

对连续函数，是时可测函数，則^幻是 / i 广可测 


函数 




类似地，对于可如函数50,我们可以用第巧葶與岑毕 

来定义关于以的积分，幷记为 •’ " ^ 


gCx ) d ^ i ff 

称它为0关于单调上升函数/的 Lebe 吒 ue - Stielt 〗 ea 积分，尚称 
为 L - S 积分•若…> . J 


jW ) 私/ 


是有 限値， 則麻 s 关于/ 

设/00是及\丰约赞调上升的右壤绣函数， 

是有声8。代1集：若 SfOO 是五上的 W 界 Borel 涵数，则 J 琴于/ 
的 L -3 积分存在. 1 


而且 EczR { 


若 A (幻为圯上的跃阶函数 


扣 ji ， 


^<¥) 


现而叫为离散渊度，且实値函数关于 A 的 L - S 积分为 
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g ( x ) dn h ^ 

N 

相应于积分的许多事实， L - S 积分也有类似的结 

果.现举例如下 t 

定理设/00娃及 1 上的单调 h 升阐 牧， {3 fc cr >} 是~可揶 
集 £■ 上的可测函数， a 有 


li 


若 幻 ，見 


J ^ G ( r ) d// y 

存迮， 则 £? W 在丑上关于 /( x ) 的丨 - S 积分存在， 且有 

定理设 /< r ) 是及 1 上的单调上升函数，是可澜 

集 E 上的可 輛函数 •若 


I 


li 


if] 




9 k ( xy \ dn t <： c ^ 


则有 


y ] g ^( x ) dfi f = 2 f 

卜 1 l J 


9^ * 

例设 / OO 是上的单调上升函數 • 若 iKx 〉 X ? 干 Hjc ) 的 
- S 积分存在或者 pOr) •广00的 Ufceaguc 积分存在,则有 


! 




"( W ( r)djt 




现在，我们来时论 R - S 积分与 L - S 测度、柁分之间的关系* 

为论述简明起见，以下总假定八匀是 [\ a ] 上的单调上升的右连 

续函数*设 sW 是上的有界函数_作 渐细分 划序列 {D 
(4 + ,二 ^ fc )， 且当 々-* oo 时 


+ 0 . 令 

{&00}， 

iki 


MW = 
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I = I , 2, 


, n k 


幷作函数列 


PfcO )= 

i - E 

c t 

I - I 

沿用（一）中引理的记号，我们有 


^ OOl 


1 * 




其中总= 1,2, 


*** 


_ 


U 


0 k (x)dt4 f ， 


L 


若令 


limf k ( x ) = tp ( x) f Jinnh ( x ) = ^( jc ) 

t —4 \ -^40 


則由控制收敛定理可知 


<p Mdfif = lim ^> k (x)dfif 


>]im ^ k ix)dti f = I \^Cx)dfi ftf 

k — — J * J 4 

■ 

从这 一角度 出发，我们玎 将 R _ S 枳分的定义重述如下 
若积分 


s 

( T 、 依赖于分划序列的选择）相同且等于\則称关于/00在 
区间>彳」上是可积的，记为 


gC^)d/(xy = a m 

■ 

定理设 gOO 是 O ， &] 上的冇界函数,/0>是0,幻上的单 
调上升 的右连 续函数，則 iKO A 于 / OO 在{>彳]上 R - S 可积的 
充分且必裏条件是在 OAJ 上是几乎处处(关于 W ) 连续的 # 

此外 ，若 


Z 7 




存在，则(幻关于 /( W 的 L - S 积分存在，且有 

gixydfixy = f 


证明假设 


存在，考虑前面所说的分划序列 Pfc } 以及{化00}，{5^00},则 


有 


C < pM ^^( x ) J 6 iif =0, 


(只 /)* 设(且^不属于一切分 


由此易鈿 < pM 

划4的分点，且 P 00 =000 =^00,则对于任绐的 E >{], 存在 


k ， 使得 


fk < X > - fk( xy >< B 


因为 Z 是某一个区间07」，，之 1: 〉的内点，所以存在5>0,使得 
( x - S ^ x ^ pczCx ^^ x ,^ 显然有丨 

koo -500 |<«\(欠） — M x 、< e ， I欠-方I ^ 

这说明 ioo 在*处連讀, 1 由于分划 {4J 的分点全体为零测 

■ 

集，故知没00在1>夕]上是几乎处处（关于连续的 歯数. ： 

现在假设000是几乎处处（关于#冷连续的.若 中 是500 

的连续点，.则对任给的 c >0 f 存在便得 ： 

、 ■ ■ I ■ 、 L > ■ -■ ■ ■ ■ ■ 

■ 

f jf - a * jc + j j 

考虑前面所讲的分划序列則对某个々，存在么的分点 
a 使得巧 G ( Xn ， h]tro - d r x + e ^^ 由此可知 

■ r 9< X > - 窄 kW — M x ) <其. 、 

■ 

由 e 的任意性枣知； f<jf> =©00 

-p - ^ 

是只 / 可测的，且 




inf 

■ 

{ x — jr + 3 J 


<^)* 这说期 g (^ 


27 fr 


j •茗 OOd … 


存在.显然（ 6 )式成立 
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附录 （ II ) 部分习题的参考解答与提示 


卜 u n u{ 


lim f }( ix ) > 0 


xifiM > — 


X 


记 E _ { x 9 } y 并作可列集 

j = { 


# m ) 


T. — X 


取々5汔即得所证， 

16* 采甩二进位小数表示点集（0，1]与 （0,1] X (0,1] 中的 


点 


17. 不妨设 


(0,1] X (0,1], 任取五中点集 

{(jf,y) ： 0< JF< 1}, 

与 B 中子集-对应，则5 — 

作映射如 下：对 


0 < y < 1_ 

；否则必有 ^ 


若 


C 


C 


S 2 ' 


N \ A 是无限集 




/(^) 


S 2 " - +!> 况 V < 是有限集 


■ e-rf 


另一方面，又存在满映 射尽： 淡对 Be ^( z ), 


lo 


2- - > 3有下界， 


KB ) 


■ 6 J 


其他 


19. 作映射 f ： Ah^^(N X Q )： 

f (太 1，巧，…）={(»，彳 ）€ N X Q 


< : J 


则得 


J < W(N X~Qj - W (N XW) 


27 $ 




22，设 A 且 h 乒 a 2 ， 作映射 AilBH 

AxA 如下， 


C/W f a^ f x^B\A 




(r)= 


再裉据 Bermtein 定理即得 所证， 

24. 采用反证法 _ 假定中〜 J ? 1 , 不妨设 aej ? 1 与 we 步对 
应，试研究函数 


你辦 .卜 


/( x ) 十 1* 

26. 任取 aex , 由 /< a ) ex ， 可知 

/[/ ⑻] ex . 

同理可得/[/[/(幻：1]6；5：等等.记 

/[/[/["•[/(&]•“]]] = f ln ] ( a>ex 






研究由 a ，/( a ) 


，/〜（0 组成的集合* 

7 # 作 S = { A 6 夕 OOMC/CA)}， 并研究 


£= U A 


A€：S 


37,对任给0>0以及 ref 1 ， 存在 w = m ( r >， 

进一歩又存在开球 BO ,5), 使得从而 
{总<*,5)}*^构成 F 的一个开覆盖 * 

39. 采用反证法.假定门/^ = 〆 ， 令 Gi : F %、 则有 


/ m ⑻ <«* 


u c « = ( n ; 


取定 Fv e { Fa }, 并注意 {GJ 是 F a , 的开覆兹 

44 .令 


{/ C ^)> ^ {/ OO }， 


切 4 00 


sup 

0 <) V - x\<S 




ft <! W ™ Jf |<^ 

(JC) = lim 
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{x：Um /( y ) 存在 }= 


o>< 


48. 不存在满足条件 〔 ih ( ii ) 和 （ iH ) 的连续函数理由 
如下 * 作函数列 


/( 


FnCx.yy =n 


_/(文，夕）： ， 


X 


n ^ 


mp n eccR 2 y , 且有 


lim F n (x,y^ = 


从而可知，的连续点集 A 是 J ? 2 中稠密的仏型集，苘理 
/ UU /) 的连续点集 B 也是 / f 2 中稠密的 G , 型集.因此， 在糲密 
的 G , 型集上，与八(\夕)均连续 • 

49. 设/是/ = [0，1]中任一闭子区间，作点集 

E k = {^e/ ： / fc c^> = o>. 


你峽 






/= u 心 


根据 Bai « 定逋，可知存在 k a ， 使得含有开 g 间，不坊设为 
At y , cr / 4 由八之连续性可知八 00 = 0 , xefi . 由/之任意性 
可得 / oo 在/的稠密子集上为零，从而得 

/oo = o ， xe /拳 

61. ( i ) 假定 hU ) 是八 eC < A l K « = l ，2, …）的极限，则由 

ft* « . 

u n 

Jtf- 1 

■art oq- ^ 

-n u 

AT- 1 ti- jV 

可知 £ 同时为型集与 G , 型集 

00 不妨假定 


e/f 1 : f n W>^r 


E = 


0 


:八 CO >7 
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E= [J F„= f)G n , 


其中 { fn } 是递增闭集列，是递减开集列，则可作 / neCCJ ? 1 ) 
(n = 1，2, …〉 如下： 


It ^ F^v f 

0 , xeR l \G 


f nM 


易知 


lim f n OO = X E (xy 


62. 首先，我们有 C + CC [0,2 ：U 

其次，依照正文中 Camor 三分集的构成符号，令 


F « xF n = £ f tt ( n =】，2，*_.)， 


且 ta 


B = 门 Bn( ~ 


CxC>* 


对 r 0 e [ O ,2：, 作平面上过点4。，0)且与 X 轴交角为 135 0 的 
直线，并记此直线 与队之 交集为又令 


认 = a n 迅 ，…， Dn = - 1 n 知 ， •_. 


且设 


A ^ } n hA - n 


9 




x 0 = x + ^ec + c 


63. 采用反证法* 假定 F fl 不是 { Fd 中可数子集族的并集 

Ch )， 且心不是闭集，则可取 


u f A u ^- 

-Aj \ ■"■ 




并作丑 ( x ，D=>"35 (A 去) 

e{F ^ t 使得 


3”_，对毎个 tl , 选尸 a 
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■ 

因为所以存在彡，使得不含于内，故 

n a n 

由题设知 ' 


F^f)B 


F (n = 1，2,…）， 


Bp |J 导致矛盾 


64, 假定存在 h A « d 《 b ， 使得 f ( c >：> f ( d )， 则对任 


意的 ？： 在 [c， 心中有一最大点心，使得 /(x v 〉= 

?，且 




这是不可能的，故 /oo 递增. 

现在，取$1>，幻\0，依题设存在使得当 + 

时，有 




* 


这说明/00严格递增. 

65. 采用反证法 * 假定£> 是互不相交的闭皤, 

显然，圆周上必有点使问题归结为阐明 * 开区间不 
能表为可数个互不相交的闭集的并集. 

G6. 对 A6 忍 VE, 记 

Tim /(x) 


li 


/<^) = 


ini 


定义/(々> 为 [B,A] 中任一值， 

对刚存在 xe 見使得 

I ~ I 及) 


定义/(4)=/(幻， 


n 


13. 令 E ^ E \ Q , 且作有界闭集使得 
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， 且 F* +1 CZ/\(n=l ， 2, …） _ 再令兄=厂 I 尸 *， 

n 

19* 只需指出， 对任一区间有 = G 即 
可.首先，存在 £ n ( a 3) 之覆盖{&}，满足 

El/kl 孓⑽ — a )， 


(K)^a 


+ 


^ ■ ■ ■ ■ 


!"■ 




<Ef] (a 9 b)Xq(b -a)* 


5 


再作覆盖，其每一个覆盖之长度总和不大 
于从而有 


tr 


> n * (五 n - a ) 


依次继续作下去，即得所证* 


20. 记 F = ljj k ， 对任给《>0，可选取 

Jt- 1 

使得 [> A ] 中不存在点同时属于{/~}中的三个区间，且有 


|> m (尸） 一 


易知 


EDFl >^ 

i - I n 

— —— ■ ————— --^ 

22. 令 Zt ^ OMJVEn ， 并取 { A ~}, 使得 

ac 

■ 

k - 1 

24. 作£的4型等测包 H 且设吁_集/?: 

rt A)\^En a ) = ( w n a )\ e ^ h \ e , 

\\ mCF ^ = 0 . 从而由 23 题釦， 

fn(Hr\A^^m*(Ef]A). 

25 •作可测集 Gj^tGui Oji ^> A.y 便得 - 

町 *( A )，«< C ,) = 再令 


h ： 
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~ (-A !J - B ) fl ^ (A U n 

易知从而得 = o * 即 A 可测 

27. 对任一点集 AczA n ， 易知 
m * iT ' l CA ^ 


iT - l iA ) f ] E } + m ^ HT ~ l ( Ayf ] E c y 


从而由题设知 


m + (A) = m^iAHTCE)) + m*(AO (T(£)) c )_ 
29_ 注意 （ B -{ a }) U ({ a }-£)=>(-5, S ). 

30. 记点集 £ -丑所包含的区间为 /=( 心且设 
A /， x ^ E . 则对任意的 re /, 有 


X = a — 卢， a,^e£> |/<^)i< 2 M, 

若记 b〜a = e ， 以及 x 6[0， c 0, 则 x + 易知 1/001 

在 [0/] 上有上界 4 M * 当然，在[4 〆 ]上 |/00 j <4 Af . 现在对 


^6 J?S ne ^ f 存在 reQ , 使得由此得 


n 


J / ⑷ — x / ⑴ I = |/( x ^ r ) + ( r - x )/ a > 


C 2 M + c \/ a > i ) 


又并由 n 的任意性即得所证. 

33. 因为 rnw 是连续可撖的严格逮增函数，所以只需指 

出：若爪（五> = 0，则 m </ 一'石）〉= 0即可.令^:广 1 ， En ^ Ef ] 

1 = 0 ， ± 1 ， ± 2 ，-"，作 

Mn = SU P {^ / <^>：^6[ A (« - l >^ A(rj + 2)]>* 

对任给 f >0, 作使得 


( n,n + 1), 


E n CZ 


*- 1 




)< T ^* 


M 


Jfc-1 


从而有 
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/■D= U 


k - i 


<Zhdn- + 2 )]， 


2 ⑽ 卜心 S ^ n t " a n ^)< 


S 


34. 首先，在 [0，1] 中作完备对称集 = ^ .其次， 
在仏的每个邻接区间中作完备对称集 { Gy )， 使得 


= U Hi ,^ 


= nT ， 


E 


2 


继续依次进行，并令 E =( jEj , 

1 

35. 令七（/ = 0，1，2, … ，9) 是[：0，1]中10进位小数表示中不 

h 把(0，1：|10等分， 


出现/的点的全体，显然^且 

f - 0 

舍去 E 间[皂， W)(fc 

小狡表示中第一位不出现;' 且对这畔余下的区间再 10 等分，再 
舍去第7 + 1个，…，最后留下 A 5 . 易知舍去的总长为 




= 0，1，…， 9) 中的第7 + 1个，则佘下的点的 


JO 10 J 10 


- 0 


不妨假定 EC (0，1]. 取定 PW ， 且记 


4 


p L 1 


= U 乂， * 

p - 1 


A 




A 


1 


P^<t 一 


当 re 五时，存在无限个7，使得*苎 A 


ECZ lim .4 


g * 
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再注意仍 （ yU )<2 /f 1 即可， 

37* 采用反证法*作区间 （ a , ft ), 使得 


A - Ef \ - a } 


4 


取点 pes + E ， 使得 


a + b<p<a 十办 + d = (b —a)/2* 

考察 B={p} 〜 A ， 则為 +</) ， Af]B= 从而 

mCA U 5) - miA ) ^ 心 


这与 mCAU 5)<3 d 矛盾. 

38. 对 （0，1) 中之不可测集取，令 


E h = W ^{ r k ), 


其中％是(0，1)中有理数列. 

39. 采用反证法.取 Ejie (0， l )， 


l ( T |40 O ：>, 且记相应 


的可測集列为{五„}，作 E = Uh . 易知 

n _ 1 

fi c ) = 0 可知， VK =< VKn £> UOVflH c ) 为可澜集， 矛盾. 

= 3/4，以及使得 

( Af | ( a ，&))> a (办 — d ), - c )， 


C ^) = 1* 由 m ( W ^ 


42 .取 n ， k&N 


以及 再选 { a 、 b r 、， Ce ，，^)， 使得 

一 Y — a , n ( m d / _ 〆 ） = 4 一 o ’ 以及 

- 〆 ）， m { BCUo / 9 d ^)^> aCd ^ 


「5 


a 


n ■ ■ 

r/yj 


从而讨论 


A 


= AfK〆 ， 〆 ）, 


= BQCo ^ f d ^ y , 

43. 设 取递增数列 易免 

+ + 设 Pd 是自然狡，我们有 


(: 0 ，+)) = «))，«)) 


P 


= 7 只 C [0，1)〕 


rr_ 


<7 


从而对 〜， r 2 eQ ， 有 
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"<[ r ” r 2)) = Xmilr lf r 2 y ), X ~ 从 （[0，1>>* 

易知对 a f f >^ 也有 #([ fl ， 办] > = 

对一般 Borel 再用开集籀盖即可. 

44, 记 [0,1] 中类 Cantor 集为〜 w ( C )>0, 并作五 = 
6[0， l ；} x[m x - t /^ c} w 若有 jxBC ：£， 则 A-Bd 此 

时如果有 m ( A )>0， ㈣ B )>0， 那未 6 有非空内核，矛盾 * 


{^ eR l z 并作 

/ o )， X ^ F , 

o > xer m 


( M (£ + {rt}), &W ^ 

= 、一^■''^^' ' ■■一 一^ 

9* 取{\}，便 * I / feCx )|<^>- 

i ~ 1，2,…） * 令扛 jc = 1/) (fc - 1*2? …），并研究 £ 


足 m (£^)< 




10. 采用反 证法. 若存在 (0,1)， 使得，不 
妨设 f 则 ZO )> t }， 且有 !》({〜 f ( x 、> 

*}>>^ o >0, 不妨假定 {h 之最大点为我们有0(巧 

>> 〆 ％)， 


由此知 

(Ot 9W^t}')< ： m{{x t /o)>*}), 


矛盾 


17* 00^(0 考察点集 > ec : /( x » r >( r 6 Q ) 中非内点 

之全体构成之集 Zr ， 則 


E = (J Ary 


CE ) =0 


14. 根据 Eropoe 定理，可取 [0,1] 中可籣集列 | E 1 CZE z CZ ^ 
CZE k C …， 使得^^00时， 八 00在&上一致收敛于蓴，且 


<[0, lJ\E k )<^r C fc = 1 ， 2,*») 


h 


从而有使得 
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/*( 龙 ） I ^2* 


， n^n k 


令£= \ jE k , 显然 w ([ C ， l ]\£〉= 0, 从而只要取 


k-i 


0 , ri ^ n kJ 

1 f n = n ka 


It 


即可 


20. 考虑 £ 中满足下述条件的点对任给00，点集£「 

) 为正测度， 

4 r ， gn f m>JV 时，有 


e 


e 


不妨记为2匕由题设知，对 c 及 


3 M 9X ° + 3 M 


X 


0 


3 


(( 


}) 


G 




<e 


X 


> -- 


3 


中必有点〜，使得 


e 


这就是说， 在五 n 


~ ™" ir ^ 

3 A /， 0 


x 




e 


! fn ~~ ^ ~o^> n j fH^N 


从而当71，^>尺时，有 

l/*C^o) -/»< x o) l<l A<^0> -/n (〜）丨 

+ l/*C^> -/_( 〜〉 1 十 l/-C^ w ) 


E 


： ^2Af I — I h- ^ 


3 


23, 充分性，作函数 

5(x) = lim ^{/(y), y^E f \y-x\<S} 

^ -0 + 

24, 首先， 在 ficiC & l ] 上 讨论，并 假设收敛是一 致的.其 

次，由 Eropos 定理, 取 £* C =[0，1]， m ([0， l ] V £*)<< E 2 

■ 

，: L ，2, …），再把)寸论从£, 


转至 \ jE k 

k - 1 


17 


m 


25. 采用反证法*假定 /( 幻 在点％ 6 0， i >) 上不连续，考察 
区间 （ A - 2心〜+2<5),因为 / OO 是无界的，所以存在 

+ 5〉，使得 fc -1,2, 

我们有 


X 


0 


对于 +5)， 


,] 


*** 


- 2 d ^ x / = 2 ^ k - x ^： x 0 + 2 d 


_ + 25 ， 

由 2/ cD </(4+/( v ) 可知 ，或 从而 


X 


得 


({ 工 ：^0 - + 2S 3 fix^k})^d 


这与 / OO 是实值矛盾， 

(注若八幻有界，则幻 ））. 

29 • 根据 JIpHif 定理，可作闭集 ( fc = l ，2, …) 


使得 


/ 6 CCF*), \F t \> 0 -a}- 




易知存往\>0，使得当 | A |< 心时， 有 


I/Of+ A) -/( 欠） |< 了， x+hEF^ 


h 


取 fc = l ，2, …，作 使得 - a ) 

-2 AS 且在上有 


l/Oc + D 


^ mClim £*) = 6 - a , 即得所证. 

碁 —hO 0 

27. 厂 可测 }， 可证 X 是 Bor ^ a - 代 


28. 对任意的令五 f 沒 ( y ) d 厂 1 CE _> 可测， 


且有 


{^i ft(x)<t} ^{x t f(oeE t y 

29* 令 ( J /«( x )|/^ ll » i } > 易知 

m ( % UmE n ) = 0, 


2 S& 


取 fcecr (( o ， i )> 且支集在 ( o ， i > 中，满足心 =i 


作 


h(OdtV giOdt f 


X 


9(.t)dt 一 


(戈） 




0 


0 


0 


则 


( x ) ^ ff ( x ) - h ( x )\ 


0 


由条件知 


J 1 f(0 - j l f(x)h(x)dx j 5 ( 0 di 


a 


由此得 


P /( x ) A ( x ) dx , 

J Q 


/(() = 


^. tecoa ) 


A 


■ 


V . 推演不等式 


J 


/ t (3 c ) dx > /( x)dx - 


/(jOdjc 


li 


B 


E\e 




^lim f k ( JC)dx 


t -Hr*J e 


B 9 


2 


7 t 


(“> 


( i ) 


£1 I 




(2 n + l }(2 n + 2} - 

15. 令八（幻丨，则在 J 上几乎处处有限，记 


fl ■ 0 


= U £ ” 


Et ^ {^e/i 500<fc }，E 


因为有 Shnl J 


\f n (x)\dx<co f 因此， 
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H 


\f n (_x)\dx = 


Hil 


故存在〜 <〜<*••<〜<••_， 使得 

\/ n (x)\dx<2^ k (fc=l s 2 # »0. 


由此知对任意的 / eiv , 有 




八.00|知<00, 


19. 作具有紧支集的连续函数列使得 


]im /*(3 p) = /OO , a-e ,x & R l 


M - f % W\dxC 


从而裉据 


t \Kfn^xWl-FLfnW3\ d ^< 


易知 FCDeu ^ 

24. 注意 




Ow 卜 u 






32* 不妨考虑 /(3 c ， i 0 是有界的，并考察 


fcx y odt f 


9<^，的 
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33. 不妨假定 = 


gCOdt , 易知対 


，并令 C70O 




任 一 E 间 [ aj ]， 有 


f 




g^dt — —£ G ( X ^) 


g(^x)dx- t 


A 


b 


由此得 j a ?CAr)d：x—o (Ul—oo), 

现在，对 /ezx/t 1 》，€>o, 作阶梯函数，(幻， 

la 1 l/( X ) M - sup IG ( 欠 )| • 


井注意 


JWgiiXxyAx <e + 




54. 由于五 - E 包舍区间以及 £ 对加法封闲，故可令 


g(xy — Jim r G 及 1 ， 


且对任意的/6以於>，有 


I 


f(x)g(x)dx = li 


f ( xye ia ^ x dx 


根据 RiemanTi - Lebesgue 引理，易知是有界列，且只有一个 
极限点. 


56. 考察/00= 

4- 

并取％ 充分大，便得則 


I a fc ( ^ C^X %， 


太 eO ， &]\A n 


易知 


" y / f ^ k \ m ( E k \ An ^<^ oCf>-ay 


由此即可得出结论. 
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57. 作函数 /( 丈 > dimhOOsinny ， 易知 /( 工 ）= 0* 

注意到对任濂可有 


e 


PCx > dx ^^- mCAf \ E) f 


2 


从而得 = 

44,先取 0<£< Af < oo ， 考察 


dx J j sinax/(y)e _xr Idjr 


然后再令0 ， N *co 9 

45. 交换积分次序 f 分解被积函数. 

48. 令乂 = {々 /0)> ff 0)}， B ^ R l \A 

At = AH ( - oo ， t )， 


B t = Bf ] ( * oo ,0 


u ⑴ ^ 


C/(^) -gix)Jdx 9 


^ (£)= 


[没 O ) - fixy ] Ax y 


对每个 t ，均有 s ，使得 

/(x)dac = g^xydx^H 


Ui 1 . 


再研究 // t 即可. 

51, 注童 £ r 是关于灰递减的，并对 fVo ) dy 应用 Fuhini 定 




2. 注惫 




\/ C^)\dx 


mi{xeEt \fW\>A})dX 




3. 记五 * = + 并证明存在使 


S ^ 2 mC £ 4 Xoo , 
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令 


E = U 五*， / W = /(兄 ）_ X E (x) + f{x)x 


( x ) 


B 4. 对任意可测集£，考察 


/< jc)dx 


卢<£> 


■ h» M 


五 


用 Vitali 瑾盖定理 . 

注輋不-式 0 

f b 2 八 ( r ) 厶 = S f b /u^< S [八 w -，“ a )]. 

5 /作函数列 
fmW = 


4* 


[0,r 丸 ）, 


[0,1] 门 Q = { r »}j 


[~，1] 


以及 


= S 八⑻ 


6« 令 /OO = m *(£ f | l >- A ， jc ])， 只需证明 /’ U ) = l ， a .〜 
xeE . 作开集 G „| G ^ E 9 使得 2-* 并记 

易知 0</* OO -/ Of )</ ll O 0-/ OOS 2 — ft 由此 


可知 


^Lf%M - f f (or)] = 0, 


e [ M ] 


而 /; O 0 = l ， xe £ 


令 F ( x >= /⑷叫易知 | 


1 


» 


F ( 办） -FW =F0 + s)-Fta L s )， 


294 


以及 F\t + s ) 二 从而有 

F(t) = tF ⑴， F / (0=F(l)^/(0, 

15. 考察 = P 并利用 Lagrange 微 分中值公式. 

16* 令亡是[0，1]中类 Cantor 集， m ( G )> O f m ([ 0 , l 3 \ G ) 

>0 •考察 /( JC )= 


1 


a .c. 


_ 


25. 设且 m ( Z ) = 0 r 作开集列 Gq G n = DZ r 
( 0 n )< i / 2 n r 又令 


fM = ^\ X X Qw O ) dt , 

M _ 1 -J Q 


易知当之时， f f w > 

27. 设 ffO ) 是支集含于(心纟）的无穷次可微的函数，我们有 

= 吟 

J a /UO(J>Ooh ) 队 


+ 




_ 


\ 




X 




故得 


I 


H ⑴山 ) 




g <, x)dx 


由此知 


fW 


尸⑴ di ， nxe [ M ] 


■■ ■ 


30. 取 ae * 1 ， 使得 /( x ) d ^ = 則有 


fW = A = A 


f(Odt 


故得 


广 o ) =5/00， B = A [/( a ) - l ] 


29 & 


1. 对 存在心 > o , 使得 


/ Oa ) —/ (太 l ) 


i x y + 1， 


_ 怎1 


再用有限覆盖定理 


只需证明必要性，对有 

i - I 




Si/c 

从而对任意的子这间组，1]}，存在 AN 使得 

n 

CN-Dd^^lx, -i/il<NS % 


丈‘） 一/( y ‘） |o 


将每个 [ u ;] 分成 JV 个子区间，易知 


Si "、） 

* - 1 u i - L 


‘一 iM + 


33. 注意等式 


L^ x) i!T rwdt ) 


妒[/(扣如- 


8. 注意有分解式 

fOOg ( x ) = 

9. 注意不等式 


■fl 


\fity\n g cx-o^dt 


X 


10. 只需指出/(幻在五上有界.若不然，則令 £* = h 6 E 

l /(^)|> fc ) 0=1,2，__0,易知存在及{<、}，使得 
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其他， 




i -) 


作函数 


(*■ 〆 ， 


抑） = 


0, 


3 


3 


<7 o 


其中 <i = 


易知没6厶、（£)，但 




2 4 - P 。 ’ 




geL q o ( E )^ ■ 

20, 由_设易知， 对 任意的 i/eV (及 h / p 十 i / p ，=1, 有 


/( x )50 )dx = 


1* 利甩 JeMeu 不等式（第四章习题第47题)，并注# 


logu^u - 1 


22. 采用反 证法. 若存在非零 P€L Z (|>,A])， 使得 


9Cx)g(x)dx = 0 f geDy 


则令 q = {r^[a ， 办 ]: f(x)^k), 易知 广 00 =0 ， 

同理可知广 00 =0 ， 

令次 〆 r) = ； SAOOA ， WHS, ~/h^0 Ck 




e [ a ，^. 


25 


> , 且 


:• 


作函数列 


* 

( x ) - f 5( * + 1 

* - 1 

易知存在 & eL 2 ( E) f 使得仏 4 ff ( fc ， oo )* 注意对 **<>< 
作 + 1) '有 


- S t 2 (x) 1 ， 


i + 1 

29. 对任给 fi >0, 存在 £i m ([ a ，/ t ]\ E )< 右， 使得 W *( jO 

—0 (在£上一致， fc—oo〕， 而且 


-a 


\} (fc-^oo) 
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^Pl(x)dx^l - M 


lira a k \ ^l{x)dx = 0? 




^XCn = 1，2,…）， R 若 

e ( o ， i ), 从而当 oo 时， ffoo 否 l s ([ o ， i ]> 


1. 易知 w 


打 =1j2, 


■ 暑 ■ 


刖 xg (: x ) = c , 

注意 X 是线性空间* 

34. 采用反证法.若 lt/lr 




则存在 llhll ， = 1，使得 

± I |^> n 3 ( n = l ，2，*">* 


co , 




令5(幻 = 2 l 5 n ( x ) l / n 2 ， 易知 / • pe ^ c * 1 )- 

n - i 

37, 记众冗， F ) = 3 r > o , 且记 


炫 〆 一 i/(i- i:r ))， i^i<i. 

o ， I x ! p 




右)户, 


i,Ar) dx= ^ 


A(x) 




G - *"i 


从而作 


Cx - ifyd ^^ xe 


<PW 




即可 


/( x ) dxl ’ 用 H 5 Ider 不等式 


( i >=>( ii )_ 对 


对 tf ( i ) = ^ Jhh /丈）， =7^0 <* - U 2 t **-, fc ), 


( iiXO * 


可得 




/( jc ) ff ( x)dr 


fix)dx 1^1 


P r ， 


其中 p /是^ 的共轭指标 


m 


附录 （ HI) Lebesguo ( 勒贝格）传 


L , (Henri L 6 on Lebesgtie ) 1375 年 6 月 28 日 


勒贝格， 

生于法国的博韦，1941年7月26日卒于巴黎. 

勒贝格的父亲是一名印刷厂 1 FU ：， 酷爱读书，颇有教养•在 
父亲的影响下，勒贝格从小勤奋好学，成绩优秀，特别善长计算. 
不幸，父亲去世过早，家境裒落，在学校老师的帮助下进入中 
学，后又转学巴黎，1894年考人高等师范学校. 

1807年大学毕业后，勒贝格在该校图书馆工作了两年.在这 

期间，出版了 E * 波莱尔关于点集测度的新方法的《函数论讲 
义》，特別是研究生贝尔发表了关于不连续实变函数理论的第 
一篇论文*这些成功的研究工作说明在上述崭新的领域中进行开 
拓将会获得何等重要的成就，从而歎发了勒贝格的热情，从1899年 
到1902年勒贝格在南银的一所中学任教，虽工作繁忙，但仍孜孜 
不倦地研究实变函数理论，并于1902年发表了博士论文“积分、长 
度与面积”，在这篇文章中，勒贝格创立了后来以他的名字命名 


的积分理论.此后，他开始在大学任教 <1902— 19⑽在雷恩；1903— 
1910在普瓦蒂埃），并出版了一些重要著作* (〈积 分法和原函数 
分析的讲义》 0904)1 《三角级数讲义》 （1 卯6)_接着，勒贝格 

又于1910 —; 1919年在巴黎(韶 邦） 大学担任讲师，1920年转聘为教 
授，这时他又陆续发表了许多关于涵数的微分、积分理论的研究 
成果.勒贝格于1921年获得法兰西学院教授称号，翌年作为 C . 
若尔当的后继人被选为巴黎科学院院士. 

勒贝格对数学的主要贡献属于积分论领域，这是实变函数理 
论的中心凍題 .19 世纪以来，微积分开始进人严密化的阶段 * 1354 

年 B . 黎曼引人了以他的名字命名的积分，这一理论的应用范围 
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主要是连续函数.随着 K . 外尔斯特拉斯和 G . 康托尔工作的问 
世，在数学中出现了许多“奇怪”的函数与现象，致使黎曼积分 
理论暴霉出较大的局限性.几乎与这一理论发展的同时 （1870 — 
1880 年〉 ，人们就已广泛地开展了对积分理论的改造工作，当时， 

关于积分论―的工作主要集中于无穷集合的性质的探讨，而无处稠 
密的集合具有正的外“容度〃性质的发现，使集合的測度槪念在 

积分论的研究中占有重要地位.积分的几何意义是曲线围成的面 

■ 

积，黎曼积分的定义是建立在对区间长度的分割的基础上的 * 因 
此，人们自然会考虑到如何把长度、面积等槪念扩充到更广泛的 
集合类上，从而把积分槪念置于集合_度理论的框架之中*这一 
思想的重要性在于使人们认识到，集合的測度与可拥性的推广将 
童味着函数的积分与可积性的推广_勒贝格积分正是建立在勒贝 
格澜度理论的基拙上的，它是黎曼积分的扩充 * 

为勒贝格积分理论的创立作出重要黄献的首先应推若尔当， 
他在《分析教程》一书中阐述了后人称谓的若尔当测度论，并讨 
论了定义在有界若尔当可澜集上的函数，采用把区域分割为有限 
个若尔当可籣集的办法来定义积分.虽然若尔当的籌度论存在着 
严重的缺陷（例如存在着不可测的开集，有理数集不可测專〉， 
而且积分理论也并没有作出实质性的推广，俚这一工作极大地影 
嘛着勒贝格研究的视盱，在这一方向上迈 a 笫二步的杰出人物是 
波莱尔，1898年在他的《函数论讲义》中向人们展示了 “波莱尔 
集”的理论.他从 J ? 1 中开集是构成区间的长度总和出发，允许对 
可列个开集作并与补的运算，构成了所谓以 波莱尔 可測集为元素 
的代数类，并在其上定义了测度.这一成果的要点是使测度具 
备完全可加性（若尔当瀏度只具备有限可加性），即对一列互不相 
交的波莱尔集{&}，若其并集是有界的，則其并集的 癲度 等于每 
个 J 5, 的测度的和，此外，他还指出，集合的籣度和可测性是两个不 

巧的聃念.但在波莱尔的测度思想中，却存在着不是波莱尔集的 

若尔当可测集（这一点很可能是使他没有进一步开创积分理论的 
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原因之 一> • 特别是其中存在着零拥 I 度的稠密集，引起了一些数 

学家的反感，然而勒贝格却洞察了这一思想的深刻意义并接受了 
它.他突破了若尔当对集合測度的定义中所作的有限覆盖的限 
制，以更加一般的形式发展和完善了波莱尔的測度观念，给予了 
集合測度的分析 定义： 设丑 C ： I >，^|， 考虑可数多个区间对 
E 作覆盖 • 定义数值 m * CE >= infi ；5 j / ( j ： U 八为勒贝格外 
测度，且若 • ‘ 


m*(E) + -b — a, 

則称为可测集（即五是勒贝格可测 的）. 在此基础上，勒贝格 
引人了新的积分定义：对于一个定义在[>/〕上的有界实值函數 
/ OOCAfiS / yXMOdtLMi ， A / 2 ] 的分划4, 


Ml = <•••< 》， ]< 夕 * = M 


令 


Ei - 0= ； L,2, ， " ， n), 


并假定这些集合是可测的 〈即 /(幻是勒贝格可测函数），并 

表示&的 Lebesgue 测度 • 考虑和式 


= S 犮卜 i 


d>, a=S 

I - 1 




ni 


如果当时，巧与^^趋子同一极限值，则称此 
值为八幻在 〔 aj 〕 上的积分.勒贝格曾对他的这一积分思想作过 
一 个生动有趣的描述：“我必须偿还一笔钱.如果我从口袋中随 

意地模出来#神不同面值的钞票，逐一地还给债主直到全部还淸， 

■ 

这就是黎曼积分；不过，我还有另外一种作法，就是把钱全部聿 
出来并把相同面值的钞票放在一起，然后再一起付给应还的数目， 
这就是我的积 分”. 在他的这一新思想中，凡若尔当可澜集，波 
莱尔可澜集觀是勒贝格可测集.勒贝格积分的范围包括了由贝尔 
引入的一切不连续函数， 
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从数学发展的历史角度者，新的积分理论的建立是水到渠成 

的事情.但是可贵的是，与同时代的一些 数学家 不同，在勒圾格 

苻来，积分定义的推广只是他对积分理论研究的出发点，他深刻 
地认 m 到，在这一理论中 蕞含着 一种新的分析工具，使人们能在 
相当大范围内克服黎曼积分中产生的许多理论困难，而正是这些 
困难所引起的问題是促便勒贝格获得这一巨大成躭的动力 * 

这方面的第一个问題是早在19世纪初期由 J . 傅里叶在关于三 
角级数的工作中不自觉地引发的 * 当一个有界函数可以表示为一 
个三角级数时，该级数是它的傅里叶级数吗?这一问題与一个无穷 
级数是否可以逐项积分有着密切的关系.傅里叶当时曾认为在其 
和为有界函數时这一运算是正确的，从而给上述问題以肯定的回 
答.然而到了 19世纪末期，人们认识到逐项积分并不总是可行的, 
甚至对于黎曼可积函数的一致有界的级数也是这样，因为由该级 
数所表示的函数不一定是黎曼可积的.这个问题的讨论促使勒贝 
格在新的积分理论中获得了一个十分重要的结果：控制收敛定 
理.作为一个特殊情形他指出，勒贝格可积的一致有界级数都可 
以逐项进行积分，从而支持了傅里叶的结论.遂项积分在本质上 
就是积分号下取极限的问通，它是积分论中经常遇到的最重要的 
运算之一.从而这一定理的创立显示出勒贝格积分理论的极大优 


越性 


微积分基本定理 


J 


f^x^dx - /00 -/(a )， 


⑴ 


是微积分学的核心 * 然而这一公式的运用在黎曼积分意义下却有 
较大的舄限性 * 在 1878— 1881年间， U . 迪尼和 V . 沃尔泰拉曾构 

造了这样的函数，它们具有有界的导函數，但是导函数不是黎曼 
可积的，从而基本定理对此是不适 用的. 此后，联系到黎曼积分 
对无界函数的推广也发现了类似的闲难.然而，在新的积分理论 
中，勒贝格指出，对有界函数来说，这一困难是不存在的.在 
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厂00 是有限值但无界的倩形，只要是可积的，基本定理仍是成 

立的，而且这正相当于/是有界变差函数，同时，逆向问题也被 
人们提出 来了： 何时一个连续函数是某个函数的积分？为此， A . 
哈纳克曾导入了后来叫撖绝对连续的函数*约在1890年期间，绝 

对连续函数躭被当作绝对收敛的积分的特征性质来研究，虽然还 
没有人能真正证明任何绝对连续函数都是一个积分.然而，勒贝 
格通过对于导数几乎处处为零但函数本身并非常数的函数的考 
察，认识到在他的积分意义下，上述结论是正确的.从而得出了 
积分与原函数之间的一个完整结果:公式 （1) 成立的充分且必要 
条件是， /0 O 是[>彳]上的绝对连续函数， 

另一个与积分论有关的问题是曲线的长度问题.19世纪前 
期，很少有人注意到一条曲线长度的定义和可求长问题.一般都 
认为以 V = 所描述的曲线段总是有长度的，且长 

度可用 


LTZ J a [ l + [ //(X )] 2 ] dx 

表示_杜 • 布瓦-雷蒙在研究关于两点间长度最短的曲线的变分 

■ 

问题时，从 P . G . L . 狄利克雷关于函数的一般观点出发探讨了曲 
线长度的槪念.由于用到了极限过程这一分析手段,他认为 （1879) 
积分理论对曲线长度的槪念和可求长性质的陈述是必不可少的. 

而到了 19世纪末期,这一见觯由于 L . 舍费尔举出了反例而更为尖 

■ 

，这一反例致使定积分(^[1 + [广00?]^^在黎曼积分的定 

J *0 

义下没有意义 • 勒贝格对这一问睡很感兴趣，并应用他的积分论 
中的方法和结果，证明了曲线长度与积分概念是密切相关的，从 
而恢复了杜_布瓦-雷蒙断言的可信性， 

勒贝格关于微积分基本定理和曲线可求长理论的研究，促使 
他发现有界变差函数是几乎处处可撖的这一事实（注：若尔当晳 
指出不定积分是有界变差函数> • 这一定理的重要性在于，人们 
对于连续函数的可撖性已经讨论了一个多壯纪，在19世纪的几乎 


m 
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前半 r 世纪，人们还一直认为连续函数在其定义区域中的绝大多 
数点上都是可微的，虽然连续函敢总被误认为是逐段黾调的，但 

这使单调性与可微性联系起来了，尽管是脆弱的，到19胜纪末期， 
这一看法逐渐被人杯疑，甚至 有些其 地位不低于外尔斯特拉斯的 
数学家都觉得存在着无处可微的连续的单调函数.于是，在这一 
意义 F ， 勒贝格的定理支持了老一代数学家的直觉印象， 

在传统的关于二重积分与累次积分的恒等性定理上，黎曼积 
分也反映出它的不足之处，人们发现了使该定理不成立的例子. 

从而作为一个结论，这一定理的传统说法必须修改，然而在把积 
分 推广于无界函数的佾 形时， 这一修改变得更加严峻.对此，勒 
贝格的重积分理论，使得用累次积分来计算二重积分的函数范围 
扩大了.他在1卯2年给出的一个结果奠定了 1907年 G . 富比尼 

创立的著名定埋的基础， 

勒 贝格积 分理论作为分折学中的一个有效工具的出现，尤其 
是他在三角级数中应用的髙度成功，吸引了许多数学家的兴趣， 

例如 P . 法图， JT _ 里斯和匕菲舍尔等都来探讨有关的问题，使 

■ 

这一领域开始迅逋 发展， 其中特 别是里斯关于空间的工作 (注： 

勒贝格可积的函数全体构成的距离空间是完备的），使得勒贝格 

■ 

积分在积分方程和函数空间的理论中持久地占有重要的 位置. 

虽然勒贝格在最初阶段专注于他自己的积分理论，然而在激 
励抽象测度和积分论研究的开展上，他的工作仍是先导性的.1910 
年，勒贝格发表粗为“关于不连续函数的枳分”的重要专越报 
告.在这里他不仅把积分 、微 分理抡推广于 n 维空间，而且引人了 
可數可加集合函数的概念（定义于勒贝格可测集类上），指出这 
些函数是定义在集合类上的有界变差函数 • 正是因为对子有界变 
差与可加性槪念之闽联系的考察》使得 J •拉东作出了更广的积分 
定义，其中把 T .- J . 斯蒂尔杰斯积分和勒贝格积分作为它的特殊 

情形 • 他还在 191 3 年的文章中指出，勒贝格的思想在更一般的背 
景上也是有效的* 
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勒贝格的一生都献给了数学事业.在1922年被推举为院士 
时，他的著作和论文已达90种之多，内容除积分理论外，还涉及 
集合与函数的构造 （后来 由俄国数学家 H , 鲁津及其他学者进一 
步作出发展）、变分学、曲面面积以及维数理论等重要课题.在 
勒贝格生前最后20年中，研究工作仍然十分活跃并反映出广泛的 
兴趣，不过作品内容大都涉及教育1历史及初等 几何* 

勒贝格的工作是对本世纪科学领域的一个重大贡献，但和科 
学史上每种新思想的出现一样，并不是没有遇到姐 力的. 原因 
是，在勒贝格的研究中扮演了重要角色的那些不连续函数和不可 
微函数被认为是违反了所谓的完美性法则，是数学中的变态和不 

健康部分*因此，他的工作受到了某些数学家的冷&，甚至有人 

■ 

曾企图阻止他关于一篇讨论不可嫌曲面的论文的 发表. 勒贝格曾 
感叹地说* “我被称为是一个没有导数的函数的那种人了 
而,不论人们的主观愿望如何，这些具有种神奇异性质的对象都 
自动地进入了研究者曾企图避开它们的问题之中，勒贝格充满信 
心地指出 t “使得自己在这种研究中变得迟钝了的那些人，是在 
浪费他们的时间，而不是在从事有用的工作 . ” 

由于在实变函数理抡方面的杰出成就，勒 K 格相继获得胡勒 
维格奖 （1912 年）； 彭赛列奖 （1914 年〉 和赛恩吐奖 （1917 年）. 

许多国家和地区（如伦敦、罗乌、丹麦，比利时、罗马尼亚和波 
兰）的科学院都聘他为院士，许多大学授予他名蝥学位，以表彰 
他的贡献》 
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附录 （ IV ) 人名表 


1, Baire ^ R , 

2* Bolzano . B . 

3. Borel t E, 

4. Cantor , G , 

5 . Carath # odory f 
8* Cauchy * A . 

Dini r 
8_ Dirichlet, P, 

ft . Dft Morgan 

10, Falou , P fc 

11* Fischer , E , 

12 - Fourier , 

13* Fubini , G , 

14. Hardy , O . 

15* H^rnack, A, 

lfl_ Heine, H, 

17. Holder ^ O . 

16» Jordan, C, 

19* Levi,B, 

Minkowsld, S 

21, B « don t J t 

22. Riem & nii * B , 

23* IUe 时 , 

24. Scheeffer t L* 

26• Schwarz 丨 H, 

26* ViUli, G , 

27, Volterra ^ V , 

Weierjstr^us f I 

29, Eropoo 

SO* Jly^HH 


贝尔 

後莱尔 

康托尔 

卡拉西奥多里 


1B94— 1952 
1781—1818 


1871—196S 


1B4E— 1018 


1873—1850 


W 


1789—1857 

1845—1918 


7 


& 


lit 利克雪 


1805—1859 


mm 


1806—1871 


1B78—1 929 


嚀舍尔 

傅里叶 
窗比 A 


1875—1 959 


17B8— 1830 


1879—1B43 
XA77— 1947 


代 




1851—1S8B 


mi —1881 


_尔* 

若尔当 


1 S 59—1937 
18SB—1922 
1876—1 B 2 B 

1 B 64— 1 
1887—195S 
1126—186$ 


mm 


H 科夫斯基 






3 


1 880—105ft 


舍费尔 
譫瓦故 
雄曲宥 
伏尔黎拉 
外尔斯特拉斯 

叶戈穸夫 


1859—1885 


1B43— 1921 


1075 —： 932 
1860—1940 


1815—1897 


186&— 1931 




1683—I96S 
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